L. Rempe Wintersemester 2002/2003
Losungen zu Analysis I und Lineare Algebra Ia fiir Physiker
Serie 1

Aufgabe 1.
Es seien A, B, C' und D Mengen.
BEHAUPTUNG. Es gilt

a) (Ax B)N(C x D)= (ANC) x (BN D).

b) (Ax B)\ (C x D)= ((A\C)x B)U (A x (B\D)).

¢) (AUB)??\ (Ax B)U(Bx A)) =(A\ B)*U(B\ A)>.
BEWEIS.

a) Es gilt fiir alle Paare (z,y):

(x,y) € (Ax B)N(C x D) <= (z,y) e AXx BA(z,y) € C x D
< (re ANz eC)N(ye BANye D)
< zrxe(ANC)ANy e (BND)
<~ (z,y) € (ANC) x (BND).

b) Es gilt fur alle Paare (z,y):

(x,y) e AxB)\(CxD)<=zrcANyeBA(x¢CVy¢D)

<= (reANz¢CANyeB)V(re ANye BNy ¢ D)
> ((r,y) € (A\C) x B) v ((z,y) € (A x (B\ D)).

c) Folgt durch zweifaches Anwenden von b).

Folgerung: Wir definieren A := {1,2,3}, B :={2,3,4} und C := {3,4,5}. Dann gilt:

a) (Ax B)ynC?*=1{(3,3),(3,4)}.

b) (A x B)\ (B x 4) = {(1,2),(1,3), (1,4), (2,4), (3, )}.

c) (AUB)?\ (Ax B)U (B x A)) ={(1,1),(4,4)}.

Bemerkung: Dieses konkrete Beispiel 1483t sich natiirlich auch direkt nachrechnen.



Aufgabe 2
Sei K ein beliebiger Kérper.
BEHAUPTUNG. Es gilt fiir alle a,b € K:

BEWEIS.

a) Sei a € K. Dann gilt
at+(-1)-a=1-a+(-1)-a=(14+(-1))-a=0-a=0.
Nach der Definition des additiven Inversen ist also —a = (—1) - a.

b) Seien a,b € K. Dann gilt nach a):

(—a)(=b) = (=1)-a)(=1)) = (=1)-(=1){ab) = (~(~1))-(ab) = 1:(a-b) = b

Aufgabe 3.

Definiere M := {a + b\/2 : a,b € Q}.

BEHAUPTUNG. M ist — mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation in R — ein
Korper.

BEWEIS. Zu zeigen ist:

a) Ve,ye M :x+y € M.
b) Ve,ye M :x-y € M.
c)Vee M:—x e M.

d) Ve e M\ {0} : 27t € M.
e) 0,1¢ M.

Die Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze gelten in M, da M C R.

Im folgenden seien z = a + bv/2, y = ¢ + dv/2 mit a,b,¢,d € Q.

Zua): Esgilt e +y=(a+c)+(b+dv2e M.

Zub): Es gilt 2 - y = (ac + 2bd) + (be + ad)v/2 € M.

Zu c): Bs gilt —v = —a + (—b)v/2 € M.

Zu d): Es gelte z # 0. Ist b = 0, so ist also a # 0 und daher ™' =a™! € Q C M. Ist
b+#0, so gilt a — by/2 # 0, denn ¢ 7 €Q, also 7 # V2. Daher gilt:

1 1 a—bv2 a— byv?2 a
- = = V2 - 2 \/;: 2 2+( 2)\/_€M
Toa+bv/2  (a+bv2)(a—byv2)  a?—20*  a®—2b 2 2b

Zue): Esgilt 1,0 € Q C M.
Bemerkung: e) folgt auch aus c¢) und d) sowie der Tatsache, dafi M \ {0} # 0.




Aufgabe 4.
Seien K ein geordneter Korper und a,b € K.
BEHAUPTUNG. Es gilt

|la] —[b]] < |a —b].

BEWEIS. Nach der Dreiecksungleichung gilt
la] = la —b+b] < [a— b +[b],

also
la| = [b] < [a —b].

Analog gilt
—(lal = [8l) = 16| = la| < |b—a| =]a —b].

Aufgabe 5.

Wir definieren auf der Menge R der rationalen Funktionen eine Relation < wie folgt. Sei
zundchst f # 0 eine beliebige rationale Funktion, und sei xy derart, daB f fiir x < xq
keine Null- oder Polstellen hat. Dann hat f(z) fiir alle z < zy dasselbe Vorzeichen. Wir
definieren f < 0, falls f(z) < 0 fiir alle 2 < x¢ gilt. Sind f und g zwei rationale Funktionen,
so definieren wir

f<g <= f—g<O.

BEHAUPTUNG. Diese Relation erfiillt die Ordnungsaxiome. (D.h., R ist mit dieser Ord-
nung ein geordneter Korper.)
BEWEIS. Wir zeigen zunéchst:

a) Ist f € R, so gilt genau eine der Aussagen f <0, —f <0 und f = 0.
b) Sind f,g € R mit f,g <0, so gilt auch f + g < 0.
¢) Sind f,g € R mit f <0 und g >0, so gilt f-g <0.

Sei f € R\ {0}, und sei xy wie oben gewéhlt. Dann gilt entweder f(z) < 0 fir alle z < z,
oder andernfalls f(x) > 0 fir alle x > xy. f(z) > 0 ist dquivalent zu —f(z) < 0. (Man
beachte, dafl dies die normalen Regeln fiir reelle Zahlen sind!) Es gilt also entweder f < 0
oder —f < 0.

Seien nun f,g € R mit f,g < 0. Seien xy und yg derart, dal f fiir x < xq, g fiir x < yp
keine Null- oder Polstellen hat. Dann gilt fiir x < z := min(zg, yo):

(f+9)(z) = f(x)+g(x) <O,

denn f(z) <0 und g(z) <0.

Seien schliellich f,¢g € R mit f < 0 und g > 0. Seien xy und yo derart, dafl f fiir z < xq
und ¢ fiir x < yo keine Null- oder Polstellen haben. Dann hat fiir < min(xg,yo) auch
f - g keine Null- oder Polstellen, und es gilt:

(f - 9)(x) = f(x)g(x) <O,

da f(z) <0 und g(z) > 0.
Wir zeigen nun die Anordnungsaxiome. Seien f, g, h € R.

A1 Nach a) gilt genau eine der drei Beziechungen f — g <0, f —g=0und —(f —g) =
g— [ <0, also gilt nach Definition von < genau eine der Beziechungen f < g, f =g
und g < f.



A2 Es gelte f < gund g < h, dh. f —g < 0und g — h < 0. Nach b) gilt dann
f—h=f—g+g—h<0, also f <h.

A3 Es gelte f < g, dh. f—¢g < 0. Dannist (f +h) —(g+h) = f—g < 0, also
f+h<g+h.

A4 Es gelte f < g und A > 0. Dann gilt nach ¢) f-h—g-h = (f —g)h < 0, also
f-h<g-h.



