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3 Stetigkeit

3.1 Reelle und komplexe Funktionen

Sei K € {R,C} und seien M, N C K. Sei f : M — N eine Funktion. Fiir K = R sprechen
wir von einer reellen Funktion, fiir K = C von einer komplexen Funktion. Im Fall
K = R ist hdufig M = I C R ein Intervall oder eine endliche Vereinigung von Intervallen.
Beispiele:

i) f:C— C, f(r) = c konstant, f(z) = ax linear (a € C),
f(z) = ax + b affin (a,b € C).

ii) f(x) =ao+ax+---+a,x™: f heit Polynom (in z € K) und aq, - ,a, € K sind
die Koeffizienten von f.

iii) f(z) = p(z)/q(z); p,q Polynome: f heifit rationale Funktion,
mit dem Definitionsbereich M := {x € K| ¢(z) # 0}.

iv) f(z) = ¥z heiBt die n-te Wurzel, f : R, — R.

v) f:R—=R: f(x) = |z| heiit Betrags-, f(z) = [z] heift GauB3- und f(x) = sgnzx
heifit Signumfunktion.

W) M CK, f(@) = xula) = 0 TEN

von M oder Indikatorfunktion von M.

}: f heifit charakteristische Funktion

vii) f = xg ist die Dirichlet-Funktion.



Definition. Seien f: M — K, M, N C K und o € K gegeben. Definiere fir x € M
(f £9)(@) = f(z) £g(x), (af)(@) = f(z), (f-9)(@):= f(z)- g(x) und
(F/o)(x) = F{z)g(x), letsteres auf M’ = {x € M] g(x) # 0}.

Definition. FEine Funktion f: M — N heifit beschrinkt :< sup|f(x)| < oco.
zeM

Analog — fiir K =R — nach oben (unten) beschrinkt.
K =R: Sup f:=supf(M), Inff:=inff(M).

3.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition. Se: M C K. z € K heifst Hiufungspunkt von M < In jeder Umgebung
von x liegt mindestens ein von x verschiedener Punkt von M (woraus |[UNM| > Rq folgt).

Bemerkung. Ein Hiaufungspunkt von M muss nicht zu M gehoren,
{z € R | x Haufungspunkt von (0,1)} = [0,1], R = {x € R | z Hiufungspunkt von Q}.

Also: = Haufungspunkt von {x,| n € N} z x Haufungspunkt von (z,)nen -
Zu 4" x, = a konstant. Es gilt aber auch hier der

Satz von Bolzano-Weierstraf: Jede beschrinkte unendliche Menge M C K besitzt
mindestens einen Hdufungspunkt. Jeder Hdaufungspunkt von M ist Limes einer Teilfolge
aus M.

Definition. Seien K € {R,C}, M, N CK, f: M — N und ¢ € K. Sei o Hiufungspunkt
von M. Dann hat f den Grenzwert c fiir x gegen x, oder f konvergiert gegen c
fiir v gegen zy &

Y (@n)emn (lim r, =0= lim f(z,) = c) .
n—oo

n—oo

Man schreibt dies auch als lim f(z) = ¢ oder f(x) — c.

T—T0 Tr—TQ

Satz. M,N CK, f: M — N, xqg Hdaufungspunkt von M. Dann sind dquivalent:

(1) xli_gclo f(z)=-c.

(2) Veso Fsso Vaenm (|7 —m0| <0 = |f(x) —c| <e) (oder <¢).

(8) Veso Fsso  [(Us(xo) N M) C Uc(c).

Beweis. (1) = (2): Wire (2) falsch, gébe es ¢ > 0 mit:
vnEN, 6=1 donem |xn - xOl < % A |f(l’n) - C‘ > €.
Also: x, — xg, aber f(x,) # ¢. Widerspruch zu (1).

(2) = (1): Sei (z,,) € MY Folge mit x,, — 2o und ¢ > 0. Wiihle > 0 mit:

Veer (Jx —x0| <0 = |f(x) — ] <e).
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Aber Jpen Vasn, |Tn — 2| < 6. Fir n > ng also |f(z,) — | < e.

(2) & (3): Nur Umformulierung in Termen des Umgebungsbegriffes. ]
Beispiele:

i) Sei f: R = R, f(z) := sgn(z). Seien My := R, My := Ry und fi := flay
fo := f|u,. Dann ist lir% fi(x) = —1, lir%fg(x) =1
x— z—

ii) }:ig(l)\/él—x:Q, da |[vVd—2z—2|= ‘ﬁ‘ < ‘%|
Zu € > 0 wihle 0 := 2e. Aus |z| < 6 folgt dann |4 —z — 2| <e.

"1
z 1 =1l4z+---+2" 1 nfire— 1.

iii) lim £=1 = n, da

n
z—1 =1

‘T E—
Rechenregeln. Seien M C K, f: M — K und xq Hiufungspunkt von M. Dann gilt:

(a) Ist lim f(x)=¢, lim g(x)=d, existieren folgende Limites und es gilt:
T—T0 T—T0

lim(f £ g)(z) = c+d, lim(f-g)(x) = c-d und, falls zusitzlich d # 0 ist,
T—xQ T—TQ

lim (f/g)(z) = ¢/d (Linearitit und Multiplikativitit des Limes).

T—T0

(b)) K=R: Falls es§ > 0 gibt, so dass fiir alle x € Usgo)\{ao} gilt, dass f(z) < g(x)
ist, folgt lim f(z) < lim g(x) (Monotonie des Limes).
T—T0 T—T0

3.3 Einseitige oder uneigentliche Grenzwerte
Variationen des Grenzwert-Begriffes von reellwertigen Funktionen f: [ — R:

Definition. f : I — R, I C R mit (zg,z0 + ) C I fiir ein v > 0. Dann hat f den
rechtsseitigen Grenzwert ¢ fiir v — 2o = V) c(woz0+y) (Tn = T = f(2,) = ).

Notation: lim f(z):= lim f(x):=c
\(T0 +

(L‘—).’IO

Analog: linksseitiger Grenzwert c fiir z — x, li/m f(z) = lim f(z) =c.
T,/ Ty

Beispiel: lim sgnx =1, lim sgnx = —1.

z—0t z—0~

Definition. f: (a,00) = R hat den Grenzwert ¢ fir v — oo <=

V(@) (a,00) (lim T, =00 = lim f(x,)= c).

n—o0 n—oo

Notation: lim f(z) := c. Dies gilt genau dann, wenn: Veog s> Vez1ss | f(2)—c| <e.

T—r00
-1 1-1 1
Beispiel: lim ‘ = lim /z =1, da lim — = 0. Analog Divergenz gegen oo:
lim 22 = oo.
T—00



Definition. Seien f: I - R, I CR, zy Hiufungspunkt von I. f geht in x, gegen oo
=3 Vet (X, = g = f(2,) = 00).

Notation: lim f(x) = co.
T—T0

3.4 Stetigkeit

Anschaulich sind stetige Funktionen auf R solche, deren Graph sich mit dem Stift ohne
Absetzen zeichnen lisst: Ecken sind zugelassen (wie bei |x| in 0), aber Sprungstellen nicht.
Die Anschauung kann aber bei pathologischen Funktionen tduschen.
Also: Annéherung x — g ergibt f(x) — f(xo) (nicht nur f(z) — c).

Definition. Seien M, N CK, f: M — N.

i) Fir xq € M ist f stetig in o < f(z9) = lim f(z).

Tr—T0
ii) f ist stetig (auf M) = Vyen foist stetig in xg.
Geméf Satz 3.2. gilt das (fiir kleine € > 0 interessante)
e —o0—Kriterium. f ist stetig in g < V.o Js50 Veer (|2—20] <0 = |f(2)— f(x0)| < ©).
Folgerungen:

i) Ist f stetig in z¢ und f(z¢) > 0, gibt es ein § > 0 mit:

Hzo)

5 also  f(z) #0.

|z — x| <6 = f(x) >

ii) fist stetig in 20 & Vg ycm (0 = 2o = f(@0) = f(20)).
Beispiele:
i) I[d: K - K, z— zist stetig.
i) f: K = K, xw— 2?ist stetig: [2% — y?| < (|Jz| + |y|) |z — y|. Sei € > 0. Wihle
5:ﬂj%74mwx—m<5mguﬁ—yﬂgum+QM+®Hx—mga
(0.B.d.A. 0 <1).

iii) I =[a,b), f=x; = f ist unstetig in a und in b, sonst stetig.

iv) f = xo ist nirgendwo stetig: ¢ € R = J(z,) C Q, (y») C R\Q z, = a < y,.
Aber dann ist f(z,) =1# 0= f(y,).

v) [:C—C, 2z~ Zist stetig, da |2 —w| = |z —w| = |z —w|.



Rechenregeln: Sei M C K und seien f,g : M — K stetig in zo (bzw. auf M ). Dann
qilt:

(1) fxg, [-g, |f| sind stetig in xq (bzw. auf M ).
(2) f/g ist stetig in xo, wenn g(xo) # 0 ist (bzw. auf M' = {x € M| g(x) # 0}).
(3) K=R: min(f,g) und max(f,g) sind stetig in xo (auf M).

Dies folgt fiir f +¢, f-g, f/g aus den Rechenregeln fiir lim y,,, fiir den Betrag aus

[1f (@)l = 1f(@)I] < [f (@) = f(2)]

und fitr max(f, g) aus: max(f, 9) = 5(1f +9)| + |f ~ o)

Komposition stetiger Funktionen: Seien LM N C K, f: L —- M, g : M — N
stetig (bzw. f stetig in xg € L, g stetig in f(xo) € M ). Dann ist go f : L — N stetig (in
To € L)

Beweis. Sei (x,) C L mit x, = x9 € L = f(zn) = f(xo) in M.
f stetig

gﬁigg(ﬂmn)) = g(f(x0)). (g0F)(xa) = (9o)(z0), d-h. lim (gof)(z) = (gof)(xp). O

Weitere Beispiele:
(a) Polynome p: K =K, p(z) =>"" a;a’/, a; € K, sind stetig auf K.

(b) Rationale Funktionen f = p/q; p,q Polynome;
sind stetig auf M = {z € K| ¢(z) # 0}.

(c) f: K=K, xw—|z| iststetig: siche Beispiel i) oben und Regel (1).

(d) f: Ry =R, z+—2" mit r= Pe Q ist stetig. Denn: z +— zP ist stetig nach
(a). Mit dem Kompositiossatz reichtqes also, die Stetigkeit von Ry — R, x> 2/
zu zeigen. Aber |/x— ¢/xo| =
(xo = 0 trivial).

(e) f(x) = ]z|>+222+1 : f ist eine Komposition stetiger Funktionen, also ist f
stetig auf R. (Es ist |z|*> + 222 +1 > 0.)

T — To < 1
VT gt T vEe

|z — 0| fir zo > 0,

Definition. f: I — R ist rechtsseitig stetig in o € I CR:& lim f(x) = f(xo).

(o

Man hat: f . I — R ist stetig in xo € I < f ist rechts- und linksseitig stetig in
To € 1.



3.5 Stetigkeit, offene und abgeschlossene Mengen

Satz 1. Set M C K und f : M — K. Dann gilt:
(f idst stetig in M <V, offen f~HU) ist offen relativ zu M ).
Letzteres bedeutet: Es gibt eine offene Menge O C K mit f~1(U) = O N M.

Beweis. ,<" Sei xg € M, e > 0. Sei U := U.(f(xp)). Dann ist
Y UOYNM ={x e M| |f(z) — f(xo)| < &} offen relativ zu M, also
Jss0 Us(ao) VM C fTHU)NM = (o — w0 <0 = |f(x) = fxo)| <2).

»,=" Angenommen, es gibe eine offene Menge U # (), so dass () # f~}(U) nicht offen
relativ zu M wire, d.h. Jyep—1) Yoew M NUim(y) € f7HU), also

Jyaents [y = yal < 1/n, aber y, & f7H(U), f(ya) ¢ U. Da lim y, = y und f stetig ist,
folgte lim f(y,) = f(y). Das steht aber im Widerspruch zu (f(y) € U A f(y,) ¢ U). O

Satz 2. A C K ist abgeschlossen << A enthdlt simtliche Hdaufungspunkte von A.
< A enthdlt die Limits aller Folgen aus A.

Beweis. Die letzte Aquivalenz gilt, da Hiufungspunkte Limites von Teilfolgen sind.

»=" x sei Haufungspunkt von A = 3, )ca\(e}, Tn — . Wire z ¢ A, gibe es — mit CA
offen — eine e-Umgebung U.(z) CCA: 3., Visn, Zn € Uc(zx) CCA, z, &€ A 4

»<=" Sei x € CA. Zu zeigen: 3.~9 U.(x) C CA. Wire das falsch, so wire fiir alle
neN: Upp(x) ; CA, dh. 3, )cae) |© —2,| < 1/n: also ist 2 Haufungspunkt von
A, dh z e A 4 ]

3.6 Zwischenwertsatz

Satz. Sei v € R und sei f : I — R stetig in xg € I C R mit f(xq) i a. Dann gibt es eine
Umgebung U von xy, so dass f(x) i a fir alle x € UNT ist. Also sind {x € I| f(z) > a}
bzw. {x € I| f(x) # a} offene Mengen.

Beweis. Setze € := f(x9) — . Dann ist € > 0 und es gibt § = 6(e) mit:

Veer (|2 —mo| <= [f(x) — flz0)| <€) .
Es folgt f(z) > f(xo) —|f(xo) — f(x)] > f(z0) —€ = a fir |z —xo| < 0. Im Fall # verlauft
der Beweis dhnlich. Von Interesse ist insbesondere oo = 0. ]

Korollar 1. Sei f : I — R stetig. Dann sind {x € I| f(z) = a} und {z € I| f(x) < a}
abgeschlossene Mengen.

Bewets. C{zx € I| f(z) = a} ={x € I| f(x) # a} ist offen. O

Zwischenwertsatz. Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) # f(b). Dann gibt es fir alle « € R
zwischen f(a) und f(b) ein xo € [a,b] mit f(zo) = .



Beweis. O.B.d.A. sei f(a) < f(b). x1:=a, y; :=b. Setze ferner fir n € N

xn+yn, falls f(xn—gy")<oc

Tn41 = 2 B
Ty, sonst
Yn,s falls f <$n-2|-yn> <«
Yni1 = 2ty
z " sonst
2
(b
& /
£(a)s
x‘l:a'zxz_ 72. .‘:l
Diese Halbierung ergibt f(z,) < a < f(y,), n € N.
1 1
|Yn — Tn| = b) Y on—1 b—al, neN

Jede Folge (&,)neny mit &, € [2,,y,] ist also Cauchyfolge, denn fiir m > n gilt mit

gm € ['Inwym] - [xmynL dass ’£m - €”| < n—1
ist. Es folgt &, — 2o € [a,b]. Der Punkt z, ist unabhéngig von der speziellen Wahl
von &, € [x,,y,]: bilde sonst die Doppelfolge &,, &), die auch Cauchyfolge ist, also auch
konvergent ist, xy = xf. Speziell x,, — ¢, y, — zo. Die Stetigkeit von f impliziert

b —a| < ¢ fiir alle m > n > ng richtig

fxo) =lim f(z,) < <lim f(y,) = f(zo), [(x0) = v
O]

Das Beweisverfahren kann zum Auffinden von Ndherungen von Nullstellen (o = 0) von
stetigen Funktionen, etwa Polynomen, genutzt werden.

Korollar 2. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:



(a) f([a,b]) ist ein Intervall (méglicherweise entartet).
(b) Falls Vocap [(x) # , so gilt  (Vocny f(x) > a) oder (Vicnp f(z) < ).

(c) Jedes Polynom p ungeraden Grades besitzt wenigstens eine reelle Nullstelle.

3.7 Der Maximumssatz fiir stetige Funktionen

Definition. Sei I C R ewn Intervall. I ist kompakt < [ ist beschrinkt und abgeschlos-
sen, d.h. I =[a,b] mita,b € R, a <b.

Satz vom Maximum. Sei [ = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei f : I — R stetig.
Dann st die Funktion [ beschrdnkt und nimmt thr Supremum als Mazimum an:

Es gibt € € [a,b] mit f(§) = max f(I) =sup f(I) (analog fir das Minimum,).

Beweis. Sei A := sup {f(z)] v € I} C R U {oo}. Es gibt eine Folge z,, € I mit
lim f(z,) = A (ggf. uneigentlicher Limes).
n—oo

Die Folge (z,,) C [a, b] hat nach Bolzano-Weierstraf eine konvergente Teilfolge (2, )ken,
T, — & € [a,b] = I. Da f stetig in I ist, folgt
£(&) = lim fla,) = ACE.
—00
Somit ist f(I) nach oben beschrénkt und max f(I) = f(§). O

Bemerkung. Auf anderen Intervallen ist der Satz i.a. falsch. Etwa:
f:(0,1) - R, x — 1/z ist stetig, aber unbeschrankt.
Auf [1,00) hat z — 1/ kein Minimum, aber das Infimum 0.

Das Maximum kann, aber muss nicht in den Randpunkten von [ liegen.
Als Folgerung beweisen wir den

Satz. Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann gilt:

(1)  f(I) ist wieder ein Intervall.
(2) I kompakt = f(I) kompakt.

Beweis. (1) f = konstant = ¢ = ) = [e,c]. Ist f # konstant, folgt aus dem
Zwischenwertsatz: Vo gef(r), o < 1 [a, Q f(I). Mit Korollar 2 aus 3.6 folgt: J := f(I)
ist Intervall. Denn: Seien a :=inf J, b : p J und z € (a,b). Nach Definition des Infi-
mums und Supremums gilt: 3,5 € J a <« < x < B <b. Wir wissen [«, 5] C J = f(I),
also x € J. Somit (a,b) C J : J ist ein Intervall (dabei ist unbestimmt, ob a oder b zu J
gehoren).

(1
]

‘Q\h

(2) I = [a,b] kompakt = A :=min f(I) € f(I), B:=max f(I) € f(I).
Zusammen mit (1) gilt also f(I) = [A, B]. O



3.8 Gleichmiflige Stetigkeit

Definition. Seien M, N C K. Eine Funktion f : M — N heifit gleichmdfiig stetig
(auf M) & Veso Joso Vayem (lz—yl <d=|f(z) = fly)] <o)

Vergleich: f: M — N stetig (auf M):<

vaM vs>0 EI6:6(:v)>0 vyGM (‘.1' - y‘ <= |f($) - f(y)‘ < 6)'
Bei gleichméfiger Stetigkeit darf 6 nur von e, aber nicht von z abhéngen. Offensichtlich
sind gleichméfBig stetige Funktionen stetig. Die Umkehrung ist i.a. falsch:

Beispiel: Die Funktion f: (0,1) — R, x — 1/z ist stetig, aber nicht gleichmafig stetig:
Wire f gleichméBig stetig, gibe es zu e =1 ein § > 0 mit |[x — y| < 6 = ’% - i) < 1.

[

Aber fiir grofie n € N erfiillen x = %, Yy = %,

l—i‘:n>1 4.

x

dass [z —y| < 6 (n > ng > 35); hingegen

st

Auf kompakten Intervallen ist die Situation anders:

Satz. Sei I C R kompaktes Intervall und sei f : I — R stetig. Dann ist f gleichmdf$ig
stetig auf I.

Der Satz ist wichtig, um spéter die Integrierbarkeit stetiger Funktionen zu beweisen.

Bewesis. Indirekt: Wire f nicht gleichméfig stetig, gibe es ein € > 0, so dass fiir alle
n € N Punkte z,,, 2!, € I = [a,b] existierten mit

fra =2 < = und |7~ ()] 2 <

n -

(setze sukzessive § = 1/n). Mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl folgt, dass die be-
schriankte Folge (z,) eine konvergente Teilfolge (x,,) C I hat. Sei { = klim Tp,. Da I
—00



abgeschlossen ist, folgt { € I. Wegen |z, — 2, | < t ist auch £ = klim ;. . Da f stetig
—00
in ¢ ist, folgt
0= F(&) ~ F(&) = Jim (F(2s,) — F(ah,))

im Widerspruch zu |f(x,,) — f(2;, )| > € > 0. 4 O

3.9 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Stetige Funktionen auf Intervallen sind umkehrbar, wenn sie monoton sind. Man verwechs-

le die Umkehrfunktion f~' nicht mit %: fir f(z) = 2% ist f~'(z) = \/x, aber %(m) = 5.

Die Spiegelung des Graphen von f an der Geraden y = x ergibt den Graphen von f!.
Satz. Sei I C R Intervall und sei f: 1 — R stetig =

(1) f ist injektiv < f ist streng monoton (wachsend oder fallend) (auch f='!).
(2) [ ist injektiv = J := f(I) ist Intervall und [~ : J — I ist stetig.

Beweis. (1) ,<” ist klar.

=" Im Fall I = [a,b]: O.B.d.A. sei f(a) < f(b). Dann ist f(a) = min f(/) und
f(b) = max f(I). Wiirde min f(I) in ¢ € (a,b) angenommen, gidbe es nach dem Zwi-
schenwertsatz in (c,b) eine weitere Stelle mit dem Funktionswert f(a), im Widerspruch
zur Injektivitdt von f.

Waire f nicht streng monoton wachsend, gédbe es x1, x5 € I mit

1 <y und f(z1) > f(22).

Dann ist f(a) < f(z2) < f(x1): Jiclaw) [(2) = f(22) (Zwischenwertsatz),
xo & |a, x1]: Widerspruch zur Injektivitdt von f, da xs # z.

(2) J := f(I) ist nach 3.7 ein Intervall. Sei f streng monoton wachsend. Sei z( kein
Randpunkt von I und € > 0 so klein, dass [xg — &, 2o+ ¢] C I. Sei yo := f(xg). Sei
y1 = f(xo—¢€), ya := f(xg +¢€), 0 := min(yo — ¥1, Y2 — Yo). Dann ist 6 > 0 und

Yy —yo|l <0=11 <y—0<y<yo+9 <y

Da f monoton ist, folgt 7 —= = (1) < f~1(y) < F~"(32) = w0+, |~ (y) — o] < .
In Randpunkten xy betrachte man einseitige Umgebungen. O

Beispiel: RT — R ist stetig. Somit ist auch die n-te Wurzel Rt — R™ stetig.

T — " z — gl/n

3.10 Die Exponentialfunktion

In 1.16 wurde die p-te Potenz af fiir a > 0, p € Q definiert. Wir wollen allgemeine
Potenzen a" fiir beliebige r € R mittels der Exponentialfunktion definieren.
In 2.5 gesehen: e := lim(1 + 1/n)" existiert.
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In 2.11 gesehen: exp (x Z x"/n! konvergiert fiir alle x € K.

n=0
In 2.14 gesehen: z,y € K = exp (z) - exp (y) = exp (x +y), exp(0) =1,

exp (—z) = 1/exp (x), exp(z)> 0.
, 1 1\"
Satz. V,eq €” =exp (). Insbesondere ist e = exp (1), d.h. Z — = lim (1 + —) )
n! n
Damit ist dann folgende Definition sinnvoll:

Definition. V.cc €° :=exp (2). Es gilt: e72 = ¢#1e? ¥ = 1.

Beweis. Zunichst ist lim
x—0

00
k=1

@=L — 1 denn fiir 2| < 2 gilt

- 2

exp(v) — 1 ‘

o) k
< (m) :ﬂ—ﬂ)ﬁiraz—ﬂ).
k=1 2 |a|

Dann gilt

exp(z) — (14+2)" =exp (£)" - (1+2)"

Nach der Vorbemerkung konvergiert x,, = £ (w — 1) =: Z.r, gegen 0, da r, — 0.

n z/n

)’ < exp (':—'), (1—}—%) §1+|fl—|§exp ('Z—‘),also
|

s |

n—1
) < n exp |z|. Hieraus folgt fiir n — oo:

x
= |knon| < % -1y -nexp |z| = (x| exp|z|) -, — 0.

- (1+2)

Fiir z € Z folgt damit exp(x) = e* (speziell auch fiir x = 0,1). Fiir p,q € Z, ¢ € N
gilt
exp (p/q)? = exp (p) = €?, d.h. exp(p/q) = e"/9.

[
Korollar. R — R* ist stetig und streng monoton wachsend auf R.
xr — et
Beweis. |e*™" — ¢®| = |e*| " — 1| — 0 fiir festes x und h — 0 (letzter Beweis).
Es folgt e*™ — e* = e*(e" — 1) > 0 fiir h > 0, da dann e > 1 ist. O
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3.11 Logarithmen und allgemeine Potenzen

In(x)

Die Abbildung exp : R — R* = {z € R| x > 0} ist bijektiv, stetig und streng monoton
x — er

wachsend. Aus dem Umkehrsatz folgt:
Die Umkehrabbildung exp ~! : RT — R ist stetig, bijektiv und streng monoton wachsend.
Sie heifit natiirlicher Logarithmus In := exp ~!. Man hat

r=e"" =1Ine”, In(z; - 19) ) Inzy +Inze; z,21,20 € Ry
Lemma. V,cg+, e Ina" =7 Ina.
Beweis. (+) = Ina™ =n Ina fiir n € Z. Fiir r = p/q, q € N folgt
¢ In (a7 =1n ((a”9)%) =1n (a”) =p Ina, In(a") =r(lna).
O

Folgerung. V,cp+ ,cq @ = e (@) =¢rlna,
Diese Folgerung erlaubt es, die allgemeine Potenz a” fiir x € R und a > 0 zu definieren:

Definition. Fiir a > 0, x € R heifit a® := e* " dic allgemeine Potenz.

Daraus folgt Vap=0, zyer Ina* =z Ina, ¥ =a"a, a* =1/a",
(a®)Y =a"™, a"b® = (ab)®, x> a” stetig.

[4. Aussage: In(a¢*)Y =y Ina® = zy Ina = Ina® |

Satz. (Monotonie von Potenzen). Seia > 0 und r € R. Dann gilt:

i . . streng monoton wachsend, falls r > 0
(1) ]Rx j}r% ist positiv und { streng monoton fallend, falls r < 0

——

streng monoton wachsend, falls a > 1

+ . oy .
(2) ]% jg@ ist positiv und { streng monoton fallend, falls a < 1

—
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Bewezis. Folgt aus der Monotonie des In und den Rechenregeln der Exponentiation. [

Fir a > 0 und b > 1 ist a = b” fiir genau ein x € R losbar, da = — b eine bijektive,
streng monoton wachsende Abbildung R — R* ist.

Definition. log, a, der Logarithmus von a zur Basis b, bezeichnet die eindeutige
Lésung x von a = b*. Speziell ist In = log, .

Rechenregeln.

i) log,a=1, log,1=0, x> log,x ist stetig, monoton wachsend fiir a > 1.

ii) log, zy = log, = +log,y  log, x/y = logy x — log,y, log,a” = rlog, a.

iii) Da a = b°% 2 folgt x = a'%8® = pleer)(loga®) "q h. log, v = (log, a)(log, r). Insbe-
sondere gilt

Inz log, x
log, 2 = —, nr =
Ina log, e

= (Ina)log, z.

Von Bedeutung ist dies insbesondere fiir a = 2 und 10.

Man hat In10 =2.34..., In2=.693... .

3.12 Die trigonometrischen Funktionen

Vorbemerkung. Die wohlbekannte Definition von sin und cos wird am Einheitskreis in
der Figur (unten) dargestellt. Das Problem dieser Definition ist: Ein Winkel = miisste
vorher definiert werden, was nicht-trivial ist. Z.B. ist das moglich iiber die Bogenlédnge,
was aber ein nicht-trivialer Begriff ist. Wir gehen deshalb einen anderen Weg und zeigen
dann, dass geometrisch die aus der Schule bekannte Definition herauskommt.

Definition. Fiir x € R sei cosz := Re (¢'*) und sinz := Im (e'*).
Erinnert sei daran, dass e* = Z Z—' fir alle z € C (speziell z =iz, x € R) konvergiert.
n!
n=0
Nach Definition gilt also die

FEulersche Formel e =cosx +1 sinx.

Man hat |[¢7> = e et = ¢ ¢7@ = 0 = 1, somit liegt ¢*® geometrisch auf dem
Einheitskreis der Gaufischen Ebene:
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LR
e‘i-
1
Sin
o
Cos » ' TR

Es gilt cosz = (e + e, sinz = o-(e” — e7™), cos0=1, sin0=0,

2

cos(—r) = cosz, sin(—z) = —sinz, cos’x +sin’z = 1.

Da z — €*, z +— Re z stetig sind, folgt: cos und sin sind auf R stetig.

Additionstheoreme. Seien z,y € R. Dann gilt:
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny ,
sin(x 4+ y) = sinz cosy + cosxsiny .
Beweis. cos(z +y) +isin(z 4 y) = /@) = ¢i® . ¢
= (cosz +isinx)(cosy + isiny)

= (cosx cosy — sinxsiny) + i(sinz cosy + cosxsiny) : Bilde Re-, Im-Teile.

O
Korollar. Seien z,y € R. Dann gilt:
. . rT+y . T—yY
sinx — siny = 2cos sin ,
2 2
. rty T —y
cosT —cosy = —2sin sin .
2 2
Beweis.u:%, ="Aor=utv, y=u—vo,
sinx — siny = sin(u ) sm —v) = 2cosusinv etc. O

Reihendarstellung. Fiir alle x € R konvergieren absolut

oo 2% 2 4

_ Y

CoS T —;( 1) on] 1 o + m
oo 2k+1 3 .5
_ )k " T 4T
sin x —Z( 1) 2k 1)1 i + =




Beweis. Die absolute Konvergenz folgt aus der absoluten Konvergenz von el?.

1 n=4m
Da 4" = 1 n=4dm+2 ist, folgt
—t n=4m+3
) 00 (z([)n 00 i 22k . oo . 2k | |
iz _ = -1 —1)" ———— : Bilde Re-, Im-Teile.
€ ; n! — ( ) (2k)' +1 kgo ( ) (2k+ 1>‘ tlde he-, 1lm-1ewle

]

Lemma. cosz hat in [0,2] genau eine Nullstelle, mit x € [1,4, 1,6], und ist in [0,2]
streng monoton fallend. sinz hat in (0, 2] keine Nullstelle, und es gilt sinx > 0.

Beweis. Die cos- und sin-Reihen sind alternierend, und fiir £ > 2, 0 < z < 3 gilt

k k41
% > h, d.h. die Absolutbetrdge nehmen vom 2. Glied an ab. Nach dem Leibniz-
Kriterium gilt fiir alle 0 < z < 3
co(w)i=1—2%/2 <cosw < 1—a*/z+2*/24 =: c4(z) (1)
s3(x) == —2°)6 < sinz < x — 2°/6 + 2° /120 =: s5(z). (2)

a = /2 ist die erste positive Nullstelle von ¢z, 8 = V6 — 2v/3 die erste positive Nullstelle
von ¢y; somit hat cosx eine (erste) positive Nullstelle z fiir 1,4 < o < z < < 1,6. Fiir
0<x<x/€ist33(x)>0, also sinz > 0. Fir 0 <z <y < 2 ist
r+y . y—=x

S

<0
2 1n 2 s

Ccosy — cosT = —2 sin

d.h. cos z ist auf [0, 2] streng monoton fallend: cos z hat dort genau 1 Nullstelle. ]

Definition. Mit g bezeichnen wir die Nullstelle von cosx in [1,4, 1,6]. (Dadurch wird

7 definiert.)

Eine ndherungsweise Berechnung von 7 ist iiber die cos-Reihe und Intervallhalbierungen
moglich, 7 = 3.141592.. ..

Mit den Additionstheoremen und cos7/2 = 0 sowie durch Iteration folgt

sin(x + 7/2) =cosx, cos(x+7/2)=—sinz,
(x) ¢ sin(x +7) = —sinz, cos(zx+ m) = —cosx,
sin(x 4+ 2w) =sinz, cos(z+27) =cosz <+ 27 — Periodizitit.

Zusammen mit sin() = 0, cos0 = 1 ergeben sich die folgenden Graphen von sin, cos:
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Spezielle Werte. {Nullstellen von sin} = {k7 | k € Z},
{Nullstellen von cos} = {g +kr |k eZ},

eiﬂ/Q — ’i, eim — _1’ ei37r/2 — —i, e2m — 1.

Ferner gilt: ¢ = 1 & x = 2km mit k € Z.

Aus (x) lassen sich die Intervalle, wo cos bzw. sin wachsend bzw. fallend sind, ableiten.
Daraus ergibt sich:

& = COST
Viappe -1a2 mit o + 2 =1 I 5 . (+) .
b =sinx

Geometrische Interpretation von cosz, sinx iiber die Bogenlinge z:

Sind 0 <ty <ty - <t, <z <m/2 wandern die Punkte z;, = e auf dem Einheitskreis

von (1,0) nach ¢, da (cost;) monoton fallend und (sint;) monoton wachsend ist. Die
n—1
Bogenlinge lisst sich einfiihren als lim Z |2k11 — 2x|, wobel zp = et mit t, =
n—o0

k
—x, k=0,...n, x> 0:die Lidnge L von Sehnenpolygonen -, ergibt die Bogenlinge
n

im Grenzwert. Wir finden dafiir

n—1 n—1 i
sup L(v) =sup 3 Joper — 2] =sup 3 [et5e ek
" " k=0 " k=0
n—1 " 67;% 1
:supZ|en—1}:supx =

Nach 3.10 folgt L(7,) — x. Somit ist x der Winkel im Bogenma$f. Insbesondere ist der
n—oo

Kreisumfang gleich 2.
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Definition. Sei x € R. Wir definieren tanz := 2% ynd cot x := =2

" cosx sinzx

tan(x)

3.13 Polardarstellung und Multiplikation komplexer Zahlen
Satz. Jede Zahl z € C — {0} besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung
z=re" mit r>0 und te[0,2m).

Es ist r = |z|. Man setzt t =: arg(z). z =1 €' heifit Polardarstellung von z.

Beweis. Fiir z # 0 ist |2| # 0; z = x + 1y, |z| = /2% + y2. Aus (+) in 3.12 folgt:

1 v Yy .
EltE[O,QTr) \/m = cost, \/m = sint.
Also
z = |z| Tl = 2| (cost + i sint) = |z| €.
E{IE
Setze |z| = r. O

Multiplikation komplexer Zahlen: Geometrische Bedeutung: Rotation und Streckung
bzw. Stauchung;:

Ist 21 = 1 €M, 2 = 1y €2, folgt 2120 = riry eB1H2) = p e mit r = ryry und
t :=t; +ty. Da t; bzw. t die Winkel von z;, 2129 in der Darstellung als Vektoren in der
Gaufischen Zahlenebene mit der x-Achse sind, bedeutet die Multiplikation geometrisch

eine Drehstreckung im R

Korollar. Sein € N, n > 2. Dann hat die Gleichung 2" = 1 genau n komplexe Lisungen,
- 2km . .
namlich zp = e » , k=0,...n—1. Man nennt sie die ,n-ten Einheitswurzeln”.
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Beweis. Sei z Losung von 2" = 1. Die Polardarstellung z = r e erzwingt 1 = 2" =
12" = |2|" = r", dh. r = 1. Also ist z = €. Aber 2" = "™ = 1. Somit folgt nt = 27k
mit k € Z. Nur £ =0,...n — 1 liefern verschiedene z. ]

3.14 Trigonometrische Umkehrfunktionen

Satz und Definition. (1) cos: [0, 7] — [—1, 1] ist streng monoton fallend und bijektiv.
Die Umkehrfunktion ist stetig und heifit arccos : [—1,1] — [0, 7] Arcus-Cosinus.

(2) sin : [—7/2,7/2] — [—1,1] ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die Umkehr-
funktion ist stetig und heifit arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] Arcus-Sinus.

(3) tan : [—7/2,7/2] — R ist streng monoton wachsend und bijektiv. Die Umkehrfunk-
tion ist stetig und heifit arctan : R — [—7/2,7/2] Arcus-Tangens.

(Stetigkeit der Umkehrfunktion nach 3.9.)
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