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Um die Aufgabe 2 zu bearbeiten, benötigt man folgende Definition: Sind (X, d) und (Y, ρ)
metrische Räume und ist f : X → Y , so heißt f Lipschitz-stetig auf X, falls ein C ≥ 0
existiert mit

ρ(f(x), f(y)) ≤ C d(x, y) ∀x, y ∈ X.

1. Sei I ⊆ R ein kompaktes Intervall positiver Länge, und sei k ∈ N . Zeigen Sie, daß der
Raum Ck(I), versehen mit der Norm

‖f‖Ck := max
0≤j≤k

‖f (j)‖∞ ,

ein Banachraum ist.

Hinweis: Benutze die Vollständigkeit von C(I).

2. (a) Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

(b) Seien (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine nichtleere Menge. Zeigen Sie,
daß die Abbildung

x 7→ d(x, A)

auf X Lipschitz-stetig ist.

(c) Seien (X, d) und (Y, ρ) metrische Räume, f : X → Y und ∅ 6= U ⊂ X offen.
Zeigen Sie, daß f |U : U → Y genau dann stetig ist, wenn f auf U stetig ist, d.h.
in jedem Punkt x ∈ U stetig ist.

3. Seien (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X. Zeigen Sie:

(a) Ist B ⊂ X abgeschlossen und A ⊂ B, so gilt auch A ⊂ B.

(b) A =
⋂

B⊃A, B abgeschlossen

B.

(c) A = {x ∈ X : d(x, A) = 0}.

4. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Durch d′(x, y) := d(x,y)
1+d(x,y)

wird ebenfalls eine Metrik auf X definiert. Diese ist
durch 1 beschränkt.

(b) d′ erzeugt dieselbe Topologie wie d.

(c) d und d′ sind im allgemeinen nicht äquivalent.
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