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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Fixpunkte ganzer Funktionen untersucht. Im ersten
Kapitel betrachten wir speziell Fixpunkte iterierter ganzer Funktionen (die
wir auch periodische Punkte nennen). Das in §1.6 formulierte Hauptergebnis
(Satz 2) besagt, dal die n-te Iterierte (n > 1) einer ganzen transzendenten
Funktion unendlich viele Fixpunkte besitzt, die nicht Fixpunkte einer k-ten
Iterierten mit £ < n sind. Dies bestétigt eine Vermutung von Baker aus dem
Jahre 1967. Wir zeigen, dafl sogar unendlich viele abstoflende Fixpunkte mit
dieser Eigenschaft existieren. Die wichtigsten Hilfsmittel im Beweis sind die
Wiman-Valironsche Theorie des Zentralindexes, die Fatou-Juliasche Iterati-
onstheorie sowie ein Resultat von Ahlfors, Dufresnoy und Hayman aus der
Theorie der Uberlagerungsfliichen. Desweiteren zeigen wir (Satz 1), daB bis
auf insgesamt fiinf Ausnahmefille auch die n-te Iterierte eines Polynoms ab-
stoende Fixpunkte hat, die nicht Fixpunkte einer k-ten Iterierten mit £ < n
sind.

Im zweiten Kapitel zeigen wir, daf} einige der Ergebnisse iiber iterierte
ganze Funktionen allgemeiner sogar fiir zusammengesetzte ganze Funktionen
gelten. So geben wir einen neuen Beweis einer Vermutung von Gross aus dem
Jahre 1966, welche besagt, dafl die Zusammensetzung zweier ganzer tran-
szendenter Funktionen unendlich viele Fixpunkte hat. Wir zeigen (Satz 5),
daf} solche Zusammensetzungen sogar unendlich viele abstoflende Fixpunkte
haben. Im Beweis werden dhnliche Methoden wie in Kapitel 1 verwendet. Ins-
besondere werden auch einige Ergebnisse aus der Iterationstheorie benutzt,
obwohl Satz 5 zunichst einmal {iberhaupt nichts mit Iteration zu tun hat.
Auflerdem zeigen wir noch (Satz 6), dafi die Zusammensetzung zweier ganzer
Funktionen auch dann unendlich viele abstoflende Fixpunkte hat, wenn nur
eine der beiden beteiligten Funktionen transzendent ist und die andere ein
Polynom ist, dessen Grad gréfler als zwei ist.



Summary

In this paper, we consider fixpoints of entire funtions. The first chapter deals
in particular with fixpoints of iterated entire functions (which are also called
periodic points). The main result stated in §1.6 (Satz 2) says that the n-th
iterate (n > 1) of an entire transcendental function has infinitely many fix-
points which are not fixpoints of a k-th iterate for any £ less than n. This
confirms a conjecture of Baker from 1967. Actually, we prove that there are
even infinitely many repelling fixpoints with this property. The main tools
used in the proof are the Wiman-Valiron theory of the central index, the
iteration theory of Fatou and Julia, and a result of Ahlfors, Dufresnoy, and
Hayman from the theory of covering surfaces. Moreover, we show (Satz 1)
that, with the exception of five cases, the n-th iterate of a polynomial has
repelling fixpoints which are not fixpoints of a k-th iterate for any £ less than
n.

In the second chapter, we show that some of the results about iterated
entire functions hold more generally for composite entire functions. We give
a new proof of a conjecture of Gross from 1966 which says that the com-
position of two entire transcendental functions has infinitely many fixpoints.
We show (Satz 5) that such compositions have in fact infinitely many re-
pelling fixpoints. The proof uses methods similar to those used in Chapter
1. In particular, we use some results from iteration theory, although Satz 5
itself has nothing to do with iteration. Moreover, we show (Satz 6) that the
composition of two entire functions has infinitely many repelling fixpoints,
if only one of the two functions is transcendental and if the other one is a
polynomial whose degree is greater than two.



Kapitel 1

Iteration ganzer Funktionen

1.1 Einfiihrung in die Iterationstheorie

Es sei S eine Menge und f : S — S eine Funktion. Fiir nichtnegatives, ganzes
n ist die n-te Iterierte f, durch fo(s) = s und f,(s) = f(fn-1(s)) fiir n > 1
und s € S definiert. Wir werden uns in diesem Kapitel vor allem mit der
Iteration ganzer Funktionen beschiftigen, das heifit, wir betrachten den Fall,
dafl S die Menge der komplexen Zahlen ist (die wir mit C bezeichnen) und
dal f dort analytisch ist. Im folgenden werden zunichst einige Ergebnisse
aus der Iterationstheorie zusammengestellt. Diese dienen hauptséchlich zur
Motivation des in §1.6 formulierten Hauptergebnisses (Satz 2), zu dessen
Versténdnis sie jedoch nicht erforderlich sind. Hierfiir reichen die zu Beginn
von §1.3 gegebenen Definitionen aus.

Zunichst wollen wir jedoch einige allgemeinere Bemerkungen iiber die
Iteration analytischer Funktionen machen. In diesem Fall hat man als Menge
S, die in sich abgebildet wird, natiirlich eine Riemannsche Fliache zu wihlen.
Setzt man S als einfach zusammenhéngend voraus, so kann man sich auf-
grund des Uniformisierungssatzes auf die drei Fille S = C, S = C U {0}
und S = {z € C : |z| < 1} beschréinken.

Der Fall S = {z € C : |z] < 1} wird in den Arbeiten von Denjoy [26] und
Wolff [71, 72, 73] aus dem Jahre 1926 behandelt. Sie zeigen, dal wenn f kein
Automorphismus von S ist, dann konvergieren die Iterierten von f gegen ein
2o aus dem Abschlufl von S, gleichméflig auf jeder kompakten Teilmenge von
S. Eine zusammenfassende Darstellung dieser Ergebnisse (unter Beriicksich-
tigung neuerer Resultate und mit weiteren Literaturhinweisen) findet man
etwa bei Burckel [23]. Im folgenden wird dieser Fall nicht mehr betrachtet.
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Wir bemerken jedoch noch, daf§ Heins [49, 50] gezeigt hat, da§ dhnliche Re-
sultate auch fiir viele mehrfach zusammenhingende Riemannsche Flichen
gelten.

Im Fall S = CU {occ} ist f notwendigerweise rational. Als “Geburtsstun-
de” der Iterationstheorie rationaler Funktionen kann man die ausfiihrlichen
Arbeiten von Fatou [34] und Julia [53] aus den Jahren 1918-20 ansehen.

Im Fall S = C schlief8lich ist f eine ganze Funktion, die transzendent oder
auch ein Polynom sein kann. Die Iteration ganzer transzendenter Funktionen
wurde erstmals von Fatou [35] im Jahre 1926 systematisch untersucht. Es
zeigt sich, dafl viele Gemeinsamkeiten mit der Iteration rationaler Funktionen
bestehen, aber es gibt auch wesentliche Unterschiede.

In diesem Kapitel werden wir, wie bereits bemerkt, vor allem die Itera-
tion ganzer Funktionen untersuchen. Wegen der angesprochenen Analogien
werden wir aber zunéichst sowohl den Fall, daf§ f rational ist, als auch den
Fall, dafl f ganz ist, betrachten. In den folgenden Abschnitten stellen wir
einige Resultate aus der Iterationstheorie rationaler und ganzer Funktionen
zusammen.

1.2 Die Theorie von Fatou und Julia

Ausgangspunkt ist der von Montel geschaffene Begriff der normalen Familie.
Ist G eine offene Teilmenge von € U {oco} und F eine Familie in G meromor-
pher Funktionen, so heifit F normal in G, falls jede Folge in F eine Teilfolge
besitzt, die in G' lokal gleichméBig beziiglich der chordalen Metrik konver-
giert. Dabei ist nicht verlangt, dal die Grenzfunktion in F ist, und oo ist
als Grenzfunktion zugelassen. Ist G C C und haben die Elemente von F
keine Pole, so kann man dquivalenterweise auch die Konvergenz beziiglich
der iiblichen Metrik in C betrachten, wenn man wieder oco als Grenzfunktion
zuléft.

Fiir eine rationale oder ganze Funktion f betrachte man nun die Teilmen-
ge F(f) von C U {oo} bzw. C, in der die Familie {f, : n > 1} normal ist.
Um gewisse triviale Fille auszuschlielen, nehmen wir hier und im folgenden
stets an, dal f keine (gebrochen) lineare Transformation ist. Das Komple-
ment von F(f) (beziiglich C U {oc} bzw. C) wird mit J(f) bezeichnet. Zu
Ehren von Fatou und Julia werden heute F(f) bzw. J(f) als Fatoumenge
bzw. Juliamenge von f bezeichnet. Die Bezeichnung Juliamenge ist dabei
die heute allgemein iibliche, wihrend fiir die Fatoumenge auch die Bezeich-
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nungen “Menge der Normalitdt” oder “Menge der Stabilitdt” gebrduchlich
sind.

Nach Definition ist F'(f) offen und J(f) abgeschlossen. Wihrend F(f)
leer sein kann, ist J(f) niemals leer. Wir stellen einige wichtige Eigenschaften
von J(f) zusammen:

(i) J(f) ist perfekt.

(ii) J(f) ist vollstindig invariant, das heifit, es gilt z € J(f) genau dann,
wenn f(z) € J(f) gilt.

(iii) J(f) = J(fn) fiir alle natiirlichen Zahlen n.

(iv) Fir alle zp € J(f), bis auf eine mogliche Ausnahme, ist J(f) der
Abschlu8 der Menge U9, f (), wobei f_,(20) = {#z : fu(2) = 20}
ist. Der mogliche Ausnahmewert kann nur bei ganzen (transzenden-
ten) Funktionen, nicht aber bei rationalen Funktionen auftreten.

(v) Ist 2z ein anziehender Fixpunkt von f, das heifit, gilt f(29) = 2o und
|f'(z0)] < 1, und definiert man A(zp) = {2z : lim, 00 fn(2) = 20}, SO
gilt 0A(z) = J(f)-

Oft wird man eine Funktion f iterieren, um einen anziehenden Fixpunkt
2o von f zu finden. In diesem Fall ist der in (v) definierte Finzugsbereich
A(zp) von Interesse. Aus (v) folgt nun, da8 A(z) und damit auch J(f) eine
duBerst komplizierte Struktur haben muf}, falls f mehr als zwei anziehende
Fixpunkte hat. Dies gilt wegen (iii) auch dann, wenn eine Iterierte von f
mehr als zwei anziehende Fixpunkte hat. (Bei zwei oder weniger anziehenden
Fixpunkten sind auch “einfach” strukturierte Juliamengen wie Kreise oder
Geradenstiicke moglich.)

Diese bereits Fatou und Julia bekannten komplizierten Strukturen sind
auch fiir den Nichtmathematiker beim Betrachten der Computerbilder etwa
in [58] ersichtlich. Uberhaupt hat die Moglichkeit, mit Hilfe von Computern
Bilder von Juliamengen zu erzeugen, viel zum neuerwachten Interesse an der
Iterationstheorie beigetragen, zumal die Bilder neben ihrer mathematischen
Bedeutung im allgemeinen auch ihre dsthethischen Reize haben. Eine ebenso
wichtige Rolle bei der “Renaissance” der Iterationstheorie haben aber auch
neue mathematische Methoden und Ergebnisse gespielt. Hier sind beispiels-
weise die Arbeiten von Sullivan [65, 66, 67| zu nennen, in denen die Theo-
rie der quasikonformen Abbildungen auf die Iterationstheorie angewendet
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wird. Sullivan zeigt, dafl jede Komponente G der Fatoumenge einer rationa-
len Funktion préiperiodisch ist, das heifit, es existieren natiirliche Zahlen m
und n mit f,1n(G) = fm(G). Dies fiihrt zu einer Klassifikation der Kom-
ponenten der Fatoumenge einer rationalen Funktion und einer Beschreibung
des Grenzverhaltens von f, fiir n — oo in diesen Komponenten.

Bei ganzen transzendenten Funktionen hingegen konnen auch sogenann-
te wandernde Gebiete G auftreten, bei denen f,,+,(G) N fr(G) = O fiir alle
natiirlichen Zahlen m und n gilt. Dies wurde zuerst von Baker [9] gezeigt.
Andere Beispiele mit verschiedenen weiteren Eigenschaften wurden von Ba-
ker [10, 11], Eremenko und Lyubich [31], Herman [51, S. 106] und Sullivan
[66, S. 414] angegeben. Eine zufriedenstellende Klassifizierung dieser wan-
dernden Gebiete und des darin moéglichen Grenzverhaltens von f,, existiert
bisher nicht.

Aufler in den klassischen Arbeiten von Fatou [34] und Julia [53] findet man
eine Darstellung der Iterationstheorie rationaler Funktionen zum Beispiel in
den Arbeiten von Blanchard [21], Brolin [22], Lyubich [55] und Milnor [56].
Die bei der Iteration ganzer Funktionen auftretenden Besonderheiten sind
aufler bei Fatou [35] etwa bei Baker [12] und Eremenko und Lyubich [32]
beriicksichtigt. Auch in dem Buch von Gross [39, Kapitel 8] wird auf die
Iteration ganzer Funktionen eingegangen.

1.3 Periodische Punkte

Eine wichtige Rolle in der Iterationstheorie spielen die Werte 2z, fiir die die
Folge (fn(20))22, periodisch ist. Wir sagen, dal zy ein periodischer Punkt
der rationalen oder ganzen Funktion f ist, wenn eine natiirliche Zahl n mit
fn(20) = 2o existiert. In diesem Fall heifit n eine Periode von z, und das klein-
ste n mit dieser Eigenschaft heifit die primitive Periode von z;. Die periodi-
schen Punkte der Periode 1 sind die Fizpunkte von f. Ist zy ein periodischer
Punkt der primitiven Periode n, so heifit f(z9) der Multiplikator von z.
(Dies muf} im Falle 2y = oo, f rational, etwas modifiziert werden. Wir gehen
hierauf aber nicht néher ein, da wir uns vorwiegend mit der Iteration ganzer
Funktionen beschiftigen werden.) Ein periodischer Punkt heifit anziehend,
indifferent oder abstofiend, je nachdem ob der Betrag seines Multiplikators
kleiner, gleich oder grofer als 1 ist. Der Multiplikator eines indifferenten pe-
riodischen Punktes hat die Form 2™ mit 0 < o < 1. Ist « rational, so heifit
zo rational indifferent. Andernfalls heiflt zy irrational indifferent.
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Es ist nicht schwer einzusehen, dafl anziehende periodische Punkte immer
in der Fatoumenge liegen, wihrend abstoflende periodische Punkte immer in
der Juliamenge sind. Auflerdem ist bekannt, dal rational indifferente peri-
odische Punkte immer in der Juliamenge liegen. Fiir irrational indifferente
periodische Punkte ist die Frage, ob sie in der Fatou- oder Juliamenge liegen,
im allgemeinen schwierig zu beantworten. Beide Moglichkeiten kommen vor,
wie von Cremer [25], Pfeifer [59] und Siegel [63] gezeigt wurde. Fiir neuere
Ergebnisse zu dieser Problematik verweisen wir auf Yoccoz [79).

Die Bedeutung der periodischen Punkte ersieht man auch aus dem klassi-
schen Resultat (vgl. Fatou, [34, Kapitel 4, S. 45] und [35, S. 354]), daf} jeder
Punkt der Juliamenge Haufungspunkt periodischer Punkte ist. Aulerdem
zeigte Fatou [34, Kapitel 4, S. 60], daf§ eine rationale Funktion nur endlich
viele anziehende und indifferente periodische Punkte besitzt. (Die scharfen
Abschitzungen fiir die Anzahl dieser Punkte wurden von Shishikura [64] ge-
geben.) Es folgt, dafl die Juliamenge einer rationalen Funktion der Abschluf}
der Menge der abstoflenden periodischen Punkte ist (man vgl. auch Julia [53,
S. 99 und S. 118]). Wir bemerken an dieser Stelle, daf§ diese Eigenschaft von
Julia als Definition der Menge, die heute seinen Namen trigt, benutzt wur-
de. Ganze transzendente Funktionen kénnen unendlich viele anziehende und
indifferente periodische Punkte besitzen. (Ein Beispiel hierfiir ist etwa durch
f(z) = e+ z+a gegeben, falls |[a— 1| < 1 und a # 0 gilt.) Baker [8] zeigte je-
doch 1968, dafl auch fiir ganze transzendente Funktionen die Juliamenge der
Abschlufl der Menge der abstofienden periodischen Punkte ist. Vorher war
noch nicht einmal bekannt gewesen, ob ganze Funktionen iiberhaupt immer
abstoflende periodische Punkte haben.

Aus den obigen Resultaten kann man insbesondere ableiten, daf} eine
rationale oder ganze Funktion unendlich viele periodische Punkte und sogar
unendlich viele abstoflende periodische Punkte hat. Es stellt sich die Frage,
was man iiber die Perioden und primitiven Perioden dieser Punkte sagen
kann. Diese Frage soll in den folgenden Abschnitten untersucht werden.

1.4 Periodische Punkte von Polynomen

Es sei p ein Polynom vom Grad d > 2. Dann ist fiir n > 1 die n-te Iterierte
pn €in Polynom vom Grad d". Folglich hat p genau d" periodische Punkte
der Periode n, wenn wir die periodischen Punkte geméfl ihrer Vielfachheit
(als Nullstellen von p,(z) — z) zéhlen.
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Wir betrachten nun das Beispiel p(z) = 22 — z. Offensichtlich sind 0 und
2 die periodischen Punkte der Periode 1. Weiter ist py(2) — 2z = 23(2 — 2)
und damit sind 0 und 2 auch die einzigen periodischen Punkte der Periode 2,
wobei 0 allerdings die Vielfachheit 3 hat. Es folgt, dal p keine periodischen
Punkte der primitiven Periode 2 hat.

Baker [7, Theorem 2] hat gezeigt, dal dieses Beispiel in gewisser Weise
eine Ausnahme bildet, indem er den folgenden Satz bewies.

Satz A Es seip(z) ein Polynom vom Grad d > 2 und es sei n eine natirli-
che Zahl. Man nehme an, daf p(2) keinen periodischen Punkt der primitiven
Periode n besitze. Dann gilt d = n = 2. Dariberhinaus ist p(z) konjugiert zu
2?—z, das heift, es gibt eine lineare Funktion l(z), so daff l(p(l1_1(2))) = 2*—z
ist, wobei |_1(z) die inverse Funktion von l(z) bezeichnet.

Wir bemerken noch, dal Baker [7, Theorem 3] auch ein entsprechendes Er-
gebnis fiir rationale Funktionen erzielt hat. Hier treten insgesamt vier Aus-
nahmefille auf, in denen periodische Punkte einer gewissen primitiven Peri-
ode fehlen kénnen.

Ein dhnliches Ergebnis gilt fiir abstoflende periodische Punkte.

Satz 1 Es seip(z) ein Polynom vom Grad d > 2 und es sein eine natirliche
Zahl. Man nehme an, daf$ p(z) keinen abstofenden periodischen Punkt der
primitiven Periode n besitze. Dann liegt einer der folgenden fiinf Faille vor:

Der Beweis von Satz 1 ist dhnlich zum Beweis von Satz A. Er wird in §1.12
gegeben werden, wo auch der Beweis von Satz A kurz skizziert werden wird.

Wir wollen jedoch bereits hier Beispiele angeben, die zeigen, daf} in den in
Satz 1 angegebenen Féllen abstoflende periodische Punkte der entsprechen-
den primitiven Periode tatsdchlich fehlen konnen.
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(i) Es sei p(z) = 2% + 2. Dann ist 0 der einzige Fixpunkt von p, das heifit,
0 ist der einzige periodische Punkt der Periode 1. Offensichtlich hat 0
den Multikplikator 1.

(ii) Hier kénnen wir wieder p(z) = 2? — z wiihlen.
(iii) Es sei p(z) = 2® — 2z. Dann gilt

pa(2) — 2 = (p(2) — 2)(2* = 1)°.

Damit sind 1 und —1 die periodischen Punkte der primitiven Periode
2, und diese haben beide den Multiplikator 1.

(iv) Es sei p(z) = z* — (1 + 27)z. Dann gilt
p2(2) — 2z = (p(2) — 2)(2% — (1 + 34)2° — 1 44)

Dies zeigt, daf§ alle periodischen Punkte der primitiven Periode 2 den
Multiplikator 1 haben.

(v) Essei p(z) = 22 — Z. Dann gilt

1 9 1
. _ 3. 2,2 2, Iy
pa(2) =2 = (b(2) = ) + 32 — F2 = 2)
Dies zeigt, daf§ alle periodischen Punkte der primitiven Periode 3 den
Multiplikator 1 haben.

Wir bemerken noch, dafi Polynome (und allgemeiner auch rationale Funk-
tionen) immer einen Fixpunkt haben, der abstofilend ist oder Multiplikator
1 hat. Dies wurde bereits von Fatou [34, S. 168] und Julia [53, S. 85 und S.
243] gezeigt. Die Beispiele zu (iii), (iv) und (v) haben ebenfalls periodische
Punkte der entsprechenden primitiven Periode mit Multiplikator 1. Das ist
kein Zufall, denn man kann zeigen, dafi auBler moglicherweise im Fall (ii), das
heifit, im Fall d = n = 2, ein Polynom vom Grad d immer einen periodischen
Punkt der primitiven Periode n besitzt, der abstoflend ist oder Multiplikator
1 hat. Auf den Beweis dieser Tatsache wollen wir hier jedoch nicht niher
eingehen.
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1.5 Periodische Punkte ganzer transzenden-
ter Funktionen

Es sei f eine ganze transzendente Funktion. Das Beispiel f(z) = e* + z zeigt,
daBl f keine periodischen Punkte der Periode 1 haben mufl. Bereits Fatou
[35, S. 345] zeigte jedoch, da8 f immer mindestens einen periodischen Punkt
der Periode 2 hat. Der Beweis ist kurz und elegant und soll daher hier noch
einmal skizziert werden. Wir nehmen an, dafl f keinen periodischen Punkt
der Periode 2 hat. Dann gilt f(f(z)) # z fiir alle z € C. Es folgt, da§ f(z) # 2
und f(f(2)) # f(#) fiir alle z € C gilt. Damit ist die durch

f(f(2) — =
f(z) =z

gegebene Funktion A eine ganze Funktion, die die Werte 0 und 1 nicht an-
nimmt. Nach dem Satz von Picard ist A dann konstant. Steht das einmal
fest, so ist leicht ein Widerspruch zu erzielen.

Fatou wies darauf hin, dal man mit Hilfe einer auf Borel zuriickgehenden
Verallgemeinerung des Picardschen Satzes sogar zeigen kann, dal f unend-
lich viele periodische Punkte der Periode 2 hat. Dieses Ergebnis wurde im
Jahre 1948 durch Rosenbloom [61] verallgemeinert, der zeigte, daB fiir jedes
n > 2 unendlich viele periodische Punkte der Periode n existieren. Zum Be-
weis benutzte er die Nevanlinnasche Wertverteilungstheorie, die ja auch eine
Verallgemeinerung des Picardschen Satzes darstellt.

Die Resultate von Fatou und Rosenbloom sagen nichts iiber die primiti-
ven Perioden der periodischen Punkte aus. Ein Ergebnis in dieser Richtung
erzielte Baker [6] im Jahre 1960. Mit Hilfe der Nevanlinnaschen Theorie be-
wies er, dafl hochstens eine (von f abhiingige) natiirliche Zahl n existiert mit
der Eigenschaft, da} f nur endlich viele periodische Punkte der primitiven
Periode n hat. Wie bereits zu Anfang dieses Abschnitts bemerkt, kann dies
fiir n = 1 tatséchlich vorkommen. Baker [6, S. 284] (vgl. auch [46, Anhang,
S. 184] und [47, Problem 2.20]) sprach die Vermutung aus, dal n = 1 die
einzige Zahl ist, fiir die dies auftritt, das heifit, er vermutete: Ist n > 2, so hat
f unendlich viele periodische Punkte der primitiven Periode n. In [4, 5] gab
Baker Klassen von ganzen Funktionen an, fiir die diese Vermutung richtig
ist.

Uber die Multiplikatoren der periodischen Punkte von f ist recht wenig
bekannt. In [16] wurden einige Klassen von Funktionen angegeben, fiir die

h(z) =
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unendlich viele abstoflende periodische Punkte der primitiven Periode n fiir
jedes n > 2 existieren. Whittington [70] untersuchte Funktionen, deren un-
tere Ordnung kleiner als 3 ist, oder die Ordnung 1 und Minimaltyp haben.
Unter Benutzung eines Resultats von Kjellberg [54] iiber den Minimalbetrag
ganzer Funktionen zeigte er, daf fiir diese Funktionen unendlich viele Fix-
punkte existieren, die abstoflend sind oder Multiplikator 1 haben. Dies gilt
fiir Funktionen stérkeren Wachstums im allgemeinen nicht mehr.

1.6 Formulierung des Hauptergebnisses

Das wichtigste Ziel dieses ersten Kapitels ist zu zeigen, dafl die im vorigen
Abschnitt zitierte Vermutung von Baker richtig ist. Tatséchlich werden wir
das folgende, allgemeinere Resultat beweisen.

Satz 2 Es sei f eine ganze transzendente Funktion und es sei n > 2. Dann
hat f unendlich viele abstoffende periodische Punkte der primitiven Peri-
ode n.

Wir bemerken noch, dafl ganze Funktionen keine anziehenden periodischen
Punkte zu haben brauchen. Ein Beispiel dafiir, welches bereits Fatou [35, S.
370] bekannt war, ist durch f(z) = e* gegeben. Auerdem gilt natiirlich - wie
bereits frither angemerkt - die Behauptung des Satzes nicht fiir n = 1, was
etwa durch das Beispiel f(z) = € + 2z + a mit |a — 1| < 1 gezeigt wird.

Wir notieren zwei Folgerungen zu Satz 2.

Folgerung 1 Wenn alle Fizpunkte einer ganzen transzendenten Funktion
F' verschiedene Multiplikatoren haben, dann ist F' nicht die n-te Iterierte,
n > 1, einer ganzen Funktion f.

Folgerung 2 Wenn eine ganze Funktion F' nur endlich viele abstofiende Fix-
punkte hat, dann ist F' nicht die n-te Iterierte, n > 1, einer ganzen Funktion

f.

Diese Resultate wurden von Baker [4, S. 152] und Whittington [70, S. 533]
unter zusétzlichen Voraussetzungen iiber die Ordnung von F oder f bewiesen.
Eine wesentliche Verallgemeinerung von Folgerung 2 werden wir im zweiten
Kapitel (Satz 5) beweisen.

Der Rest dieses Kapitels ist wie folgt aufgebaut. In §1.7 und §1.8 stel-
len wir einige bereits bekannte Resultate zusammen, die wir in §1.9 verwen-
den werden, um ein Ergebnis iiber abstolende Fixpunkte zusammengesetzter
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Funktionen zu beweisen. Dieses Ergebnis wird als Satz 3 formuliert. In §1.10
zitieren wir einige Resultate der Iterationstheorie. Diese Resultate sowie Satz
3 werden wir dann in §1.11 benutzen, um Satz 2 zu beweisen. Der Beweis
von Satz 1 wird dann in §1.12 gegeben. In §1.13 schlief8lich werden wir einige
Bemerkungen iiber die Anzahl der periodischen Punkte im Kreise |z| < r
machen. Dort werden wir auch einige offene Probeleme vorstellen.

1.7 Resultate der Wiman-Valiron-Theorie

Es sei g(z) = Y02, a,2" eine ganze Funktion. Der Zentralindex von g wird
mit v(r, g) bezeichnet und ist durch

v(r,g) = max{N : lay|r" = m38<|an|r”}
n_

definiert. Mit F' bezeichnen wir im folgenden immer eine Ausnahmemenge
von r-Werten von endlichem logarithmischen Maf, dafl heif}t, es gilt

/ dr
— < 0.
FN[l,00) T

Dabei mufl F' nicht notwendigerweise bei jedem Auftreten immer dieselbe
Menge sein. Eines der Hauptergebnisse der Theorie von Wiman und Valiron
iiber den Zentralindex ist der folgende Hilfssatz (man vgl. etwa [48] oder [69,
Kapitel 4]).

Hilfssatz 1 FEs sei g eine ganze transzendente Funktion und K und n sei-
en positive Konstanten. Ist dann |zo| = r, |g(20)| > nM(r,g) und |7| <
K/v(r,g), so gilt

9(z0€7) ~ g(z0)e” " (r¢ F) (1.1)
und
g'(ze") ~ Vi:;f)g(zo)eu(r’g)T (r g F). (1.2)

Hier wie im folgenden ist dabei das ~-Zeichen immer in Verbindung mit dem
Grenziibergang » — oo zu sehen. Entsprechendes gilt fiir die Landauschen
Symbole o(-) und O(-), die wir spéter verwenden werden.

Wir bemerken an dieser Stelle, dafi die Wiman-Valiron-Theorie auch Aus-
sagen iiber die Ableitungen héherer Ordnung liefert, was beispielsweise zu
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Anwendungen in der Theorie der Differentialgleichungen im Komplexen fiihrt
(man vgl. z. B. [52]). Diese Aussagen werden hier jedoch nicht benétigt. Die
Wiman-Valiron-Theorie hat aufler in der Theorie der komplexen Differential-
gleichungen auch Anwendungen in vielen anderen Bereichen der Funktionen-
theorie, in der Iterationstheorie wurde sie jedoch bisher kaum angewandt.
Das einzige mir bekannte Beispiel ist eine Arbeit von Eremenko [30], in der
mit ihrer Hilfe gezeigt wird, daf eine ganze transzendente Funktion immer
Werte besitzt, die unter Iteration nach unendlich streben.

Der folgende Hilfssatz ist eine Folgerung aus Hilfssatz 1 und dem Satz
von Rouché. Fiir einen detaillierten Beweis verweisen wir auf [15, Lemma 2.

Hilfssatz 2 FEs sei g eine ganze transzendente Funktion und K, n und € sei-
en positive Konstanten. Ist |o1]| < K, |g(z0)| > nM(r,g) und |29| =r ¢ F,
dann existiert T1, so daf |v(r,g)T — 01| < € und g(zpe™) = g(20)e”* gilt. Ist
e<2m undr & F grof genug, so ist 1 eindeutig bestimmdt.

Hilfssatz 3 FEs sei g eine ganze transzendente Funktion und C' und n seien
positive Konstanten. Weiter sei |zg| = r und |g(20)| > nM(r,g). Ist dann
j eine ganze Zahl und r ¢ F, so existiert eine fir |z — z| < Cr/v(r,g)
definierte analytische Funktion 7;(z) mit der Eigenschaft, dafs

|7i(2)v(r, 9) = 2mij| = o(1),
g(ze)) = g(2)

und

d
%(ze” @)~ 1

gilt.

Hilfssatz 3 wurde in [17, Lemma 3] fiir den Fall j = 1 bewiesen. Der allgemei-
ne Fall kann mit der gleichen Methode bewiesen werden, worauf auch bereits
in [16, Lemma 3] hingewiesen wurde.

Clunie [24, S. 76] hat darauf hingewiesen, dafl man (1.1) zum Beweis des
folgenden Resultats benutzen kann.

Hilfssatz 4 Sind h und g ganze transzendente Funktionen, so gilt
M(r,hog)=M((1-0(1))M(r, g), h) (r¢ F)
und

M(r,hog)=M(M((1—o(1))r,g),h).
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1.8 Sitze von Ahlfors, Dufresnoy und Hay-
man

Eines des wichtigsten Hilfsmittel, das wir benutzen werden, ist das folgende
Resultat.

Hilfssatz 5 Es seien G, Go und G3 drei einfach zusammenhdingende Ge-
biete mit paarweise disjunktem Abschluf. Weiter sei f(z) analytisch fir |z —
20| < R und es gebe kein Teilgebiet von {z : |z — 20| < R}, das konform auf
eines der Gebiete G; abgebildet wird. Dann gilt

2u(log pu + A)
|f'(20)]

wobei p = max{1,|f(z0)|} ist. Hierbei ist A eine Konstante, die nur von den
Gebieten G abhdngt.

R <

Ein Resultat dieses Typs findet man bei Ahlfors [1, S. 9] und Dufresnoy [29,
S. 224]. In der dort gegebenen Version steht jedoch A(1+]f(20)|?) anstelle von
2u(log p+ A). In dieser Form gilt die Behauptung dann auch fiir meromorphe
Funktionen, wenn man fiinf statt drei Gebiete nimmt. Wir bemerken noch,
daB man diese Ergebnisse aus der Ahlforschen Theorie der Uberlagerungs-
flichen ableiten kann (man vgl. [2] oder [46, Kapitel 5]). Eine Anwendung
des Resultats von Ahlfors und Dufresnoy in der Iterationstheorie wurde von
Baker [8] gegeben, der dieses Ergebnis benutzte, um zu zeigen, dafi die Ju-
liamenge einer ganzen Funktion der Abschlufl der Menge der abstoflenden
periodischen Punkte ist.

Das Resultat in der von Ahlfors und Dufresnoy gegebenen Form reicht
fiir unsere Zwecke jedoch nicht aus. Wir benétigen Hilfssatz 5 in der oben
angegebenen Form, welche im wesentlichen auf Hayman [45] zuriickgeht. Man
kann Hilfssatz 5 auch direkt aus den Sétzen 6.8, 6.6 and 5.5 seines Buchs [46]
ableiten.

1.9 Abstoflende Fixpunkte ganzer Funktionen

In [16] wurde das im vorigen Abschnitt zitierte Resultat von Ahlfors und
Dufresnoy dazu verwendet zu zeigen, dafi bestimmte zusammengesetzte me-
romorphe Funktionen unendlich viele abstoflende Fixpunkte haben. In die-
sem Abschnitt sollen mit einer &hnlichen Methode zusammengesetzte ganze
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Funktionen untersucht werden. Dabei werden wir schirfere Ergebnisse erzie-
len, da wir anstelle des Resultats von Ahlfors und Dufresnoy nun Hilfssatz 5
verwenden konnen.

Satz 3 Es seien h und g ganze transzendente Funktionen und es sei K > 1
und € > 0. Man nehme an, daf jeder abstoffende Fizpunkt z' von ho g der
Ungleichung |g(2")| < M(|Z'|/2,9) geniige, bis auf maglicherweise endlich
viele Ausnahmen. Ist dann r ¢ F und sind wy und we komplexe Zahlen, die
die Ungleichung

oM(r,g) < u| < KM(r,g) (=1, (13)

erfillen, so gilt

At2) log [h(w1)| < log [h(ws)| < (1 +¢) log|h(w:)]. (1.4)

Beweis. Wir fiihren den Beweis indirekt und nehmen an, daf§ A, g, K, &, w;
und wy existieren, welche den Voraussetzungen des Satzes geniigen, daf} (1.4)
aber nicht erfiillt ist. Da die Aussage symmetrisch in w; und ws ist, kénnen
wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen, daf

(1+¢)log|h(ws)| < log|h(w)].

gilt. Wir behaupten nun, daf fiir hinreichend grofle r ein wy existiert, welches
den Ungleichungen

%M(T‘, g) < |w0| < KM(Ta g)’ (15)
|A(wo)| > |wol (1.6)

und
W) (1.7)

|h(wo)[log |h(wo)| — |wol
geniigt. Dabei ist § eine positive Konstante, welche nur von K und ¢ abhéingt.
Wir beweisen diese Behauptung nur fiir den Fall, daf§ |w;| < |w,] gilt. Der Fall
|wy| < |w;| kann &hnlich behandelt werden. Zunéchst diirfen wir annehmen,
daB |h(wq)| = M(|w]|, h) gilt. AuBerdem kénnen wir aus (1.3) folgern, dafl
lwe| < K?|w| gilt. Daher existiert eine Kurve v(t), 0 < ¢ < 1, deren Linge
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nicht gréfler als (K2 — 1 + 7)|w;| ist und die den Bedingungen ~(0) = wy,
(1) = wy und

1
wM(r.9) < fwi| < [y(@)] < fw| < KM(r, g)
geniigt. Wir definieren nun ¢, = inf{t : (1 + &) log|h(v(¢))| < log|h(w1)|}.

Dann gilt ¢; > 0 und log|h(w1)| = (1 + €) log|h(7y(t1))|- AuBerdem gilt fiir
einen geeigneten Zweig der Logarithmusfunktion

[ log h(7(t2))] < log |a(y(t))] +7 < (1 + )loglh( (t1))];

falls r grof} genug ist. Es folgt, dal

| loglog h(w;) — loglog h(7(t1))]
log [log h(w)| — log |log h(7(t1))|
)=

VoIV

£
loglog |h(w:)| — loglog |h(7y(t1))| — log(1 + 5)

(
€
log(1 +¢) — log(1 + 5)
gilt. Damit erhalten wir

log(1 +¢) — log(1 + %) < |loglogh(w;) — loglog h(y(t1))

b WO
], woe >>logh( ( !

<
= 0aidh h(*y( logh |/ ()ldt

(ko)) e
mwmmmmmﬂmﬂmf L+ ),

wobei ¢y der Wert ist, fiir den das Maximum angenommen wird. Wir definie-
ren wy = Y(ty). Wegen |w| < |wp| gilt dann (1.7) mit

log(1+¢) —log(1+%)

5=
K2—1+4nw ’

wenn wir wieder voraussetzen, dal r grofl genug ist. Offensichtlich gelten
auch (1.5) und (1.6) fiir hinreichend grofie r.
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Wir wihlen jetzt zp, so da |z9| = r ¢ F und |g(20)| = M(r, g) gilt. Nun
gilt wy = e%g(2) fiir ein o, welches den Ungleichungen |Re ¢| < log K und
|Im o] < 7 geniigt. Daher folgt aus Hilfssatz 2, daf§ ein s existiert, fiir das

log K + 7
v(r, 9)
und g(zpe®) = wy gilt. Wir definieren uy = zpe®. Dann gilt g(ug) = wy und
(log K + m)r < (log K +4)r

vir,g) —  v(rg)

[s] < (1+0(1))

lug — 20| = rle* — 1] < (14 0(1))

3

fiir geniigend grofie r und aus (1.2) folgt

/()] ~ 120 gag) = 0

Weiter definieren wir

Wegen (1.6) gilt dann

7o)l ~ 22 nag) o]~ P ) (18)

Insbesondere folgt hieraus wegen (1.5) und (1.6) auch |f(ug)| > 1 fiir hinrei-
chend grofle r. Desweiteren ist es nicht schwer einzusehen, dafl logv(r, g) =
o(log M(r, g)) fiir r ¢ F gilt. Damit erhilt man

log | f(uo)| ~ log [h(wo)]. (1.9)
Dariiberhinaus gilt
2
Pl ~ " o) o) ~ N W (110

wegen (1.2). Kombiniert man die letzten drei Gleichungen mit (1.7), so erhélt
man

2 (uo)|(log | ()| + A)

| (uo))|
_ 1y 217 (w0) [ Tog [huwo)
= (1+0(1)) lwoh! (wo)|v(r, g)

(1.11)

IA
SHRsY

23



falls A eine gegebene Konstante und falls r € F' geniigend grof} ist.

Wir wihlen nun eine ganze Zahl N mit N > 5/ und wenden Hilfssatz 5
fiir die Gebiete G; = D(2mij N, 5/0) an. Hier und im folgenden bezeichnet da-
bei D(a, R) immer die (offene) Kreisscheibe vom Radius R um den Punkt a.
Es folgt, daB j € {1,2, 3} und ein Gebiet G, welches in D(ug, 3r/0v(r, g)) ent-
halten ist, existieren, so dafl G' durch f konform auf G; abgebildet wird, vor-
ausgesetzt natiirlich wieder, dafi & F' grof} genug ist. Wir wéhlen jetzt 7_;x
gemif Hilfssatz 3 und definieren o(z) = zexp(7_;n(2)). Dariiberhinaus defi-
nieren wir noch u; = ug (142735 N/v(r, g)). Es ist nicht schwer einzusehen, daf
D(ug,3r/6v(r, g)) C o(D(uj,4r/év(r, g))) gilt, falls wieder r & F grofl genug
ist. Daher existiert ein Gebiet H, welches in D(u;,4r/dv(r, g)) enthalten ist
und durch o(z) konform auf G' abgebildet wird. Die Funktion f(o(z)) bildet
dann H konform auf G; ab und daher bildet h(g(o(z))) das Gebiet H kon-
form auf D(u;, 5|ug|/dv(r, g)) ab. Nach Hilfssatz 3 gilt h(g(z)) = h(g(o(2))).
Folglich bildet h(g(z)) das Gebiet H konform auf D(u;, 5|ug|/0v(r, g)) ab. Da
fir geniigend grofie » ¢ F der Abschlufl von H in D(u;, 5|ug|/év(r, g)) ent-
halten ist, konnen wir wie Baker in [8, S. 255] aus dem Satz von Rouché und
dem Schwarzschen Lemma ableiten, dafy die Umkehrfunktion von h o g einen
anziehenden Fixpunkt 2’ in H hat. Offensichtlich ist 2z’ dann ein abstoflender
Fixpunkt von h o g.

Als néchstes notieren wir, dafl

2=z <2 =]+ |y — ol + [uo — 20
5|ug| 21jNlug|  (log K + 4)r
ov(r,g)  v(rg) v(r, g)
Cr
v(r, g)
gilt, falls C' eine Konstante mit C > 5/§ + 27jN + log K + 4 und falls

r & F ist. Daraus folgt, daB 2’ von der Form 2’ = ze' fiir ein ¢ mit [¢| <
(14 0(1))C/v(r, g) ist. Wegen Hilfssatz 1 gilt daher

<

!
0()] 2 (1 +o(0)e M (r,9) > M( 2 ), (112)
falls r ¢ F' grofl genug ist.

Da zg und damit auch 2z’ beliebig grofi gewihlt werden konnen, erhalten
wir insgesamt einen Widerspruch zur Voraussetzung, dal nur endlich vie-
le abstofilende Fixpunkte 2’ existieren, die der Ungleichung (1.12) geniigen.
Damit ist Satz 3 bewiesen.
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1.10 Ergebnisse aus der Iterationstheorie

In den Beweisen der Sétze 1 und 2 werden wir einige Ergebnisse iiber anzie-
hende und rational indifferente periodische Punkte verwenden. Die Resultate
iiber rational indifferente periodische Punkte, die wir benotigen, sind in dem
folgenden Hilfssatz zusammengefafit. Sie gehen im wesentlichen auf Fatou
[34, Kapitel 2 und 4] zuriick. Eine etwas modernere Darstellung findet man
beispielsweise in dem Ubersichtsartikel von Lyubich [55, §1.10]. Obwohl Fa-
tou and Lyubich sich auf die Iteration rationaler Funktionen beschrinken,
gelten die Ergebnisse auch fiir ganze Funktionen. Wir bemerken noch, dafl
die Fatouschen Resultate von Baker [7] zum Beweis des in §1.4 zitierten Sat-
zes A benutzt wurden. Unsere Darstellung der Fatouschen Ergebnisse folgt
denen von Baker 7, Lemma 4] und Lyubich [55, §1.10].

Hilfssatz 6 Es sei f eine ganze Funktion und es sei zy ein periodischer
Punkt der primitiven Periode p. Man nehme an, daf$ zy rational indifferent
sei und bezeichne mit t die kleinste natiirliche Zahl, fiir die (f,(z))" =1 gilt.
Dann hat f, eine Taylorentwicklung der Form

o

fo(z) =20+ (z—2)+ > a(z—2)" (ame1 #0),
v=m+1

wobei m von der Form m = kt mit einer natirlichen Zahl k ist. Definiert man
z; = fi(z0) fir 1 < j <p—1, dann existieren zu jedem j mit 0 < j <p—1
genau m Komponenten D;; (1 < i < m) der Fatoumenge von f, welche z;
als Randpunkt enthalten und die dariberhinaus die Eigenschaft haben, daf
lim, o fup(2) = 2; fiir z € D, gilt. Die Gebiete D;; werden Leaugebiete
genannt. Die Menge der pm = pkt Leaugebiete D;; zerfillt in k paarweise
disjunkte Teilmengen, die sogenanten Zykel von Leaugebieten, die jeweils aus
pt Leaugebieten bestehen, welche durch [ zyklisch vertauscht werden. Jeder
Zykel von Leaugebieten enthdlt mindestens eine Singularitit von f 1, der
Umkehrfunktion von f.

Dariiberhinaus enthalten die Leaugebiete D;; Teilgebiete L;j;, die wir Leaublitter
nennen und die die Figenschaft haben, dafl zo auf threm Rand liegt und daf
ste von stickweise analytischen Kurven berandet werden. Es sei L die Verei-
nigung aller L;; und es sei e > 0. Die Leaubldtter L;; konnen dann so gewdhlt

werden, daff f(L) C L und L;; C D(g, 2;) fir alle i und j gilt.

Bei anziehenden periodischen Punkten sind die Verhéltnisse einfacher. Sie
sind in dem folgenden Hilfssatz zusammengefafit (man vgl. z. B. [34, Kapitel
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4] oder [55, §1.8]).

Hilfssatz 7 Es sei f eine ganze Funktion und zy sei ein anziehender pe-
riodischer Punkt der primitiven Periode p. Man definiere z; = f;(z0) fir
1 < j < p-—1, bezeichne mit D; die Komponente der Fatoumenge, die z;
enthdlt, und definiere D als die Vereinigung aller D;, 0 < j < p — 1. Dann
enthdlt D mindestens eine Singularitdt von f_1.

Desweiteren benotigen wir ein Resultat, welches besagt, dal die Leaugebiete
und die Gebiete D; in Hilfssatz 7 unter gewissen Voraussetzungen beschrénkt
sind. Dies wurde von Bhattacharyya [20, Theorem 1] bewiesen, wenn die
Ordnung von f kleiner als % ist oder wenn f Ordnung % und Typ 0 hat.
Wir werden Bhattacharyyas Ideen zum Beweis des folgenden Ergebnisses

benutzen.

Hilfssatz 8 Es sei f eine ganze Funktion und es set zy ein rational indif-
ferenter oder anziehender periodischer Punkt der primitiven Periode p. Fir
1 < j < p—1 definiere man z; = fj(20). Falls zy rational indifferent ist,
s0 bezeichne man mit D die Vereinigung der Leaugebiete, die eines der zj,
0 <j<p-—1, als Randpunkt haben. Falls zy anziehender periodischer Punkt
ist, so sei D wie in Hilfssatz 7. Man nehme an, daf$ eine einfach geschlos-
sene Kurve Ty existiere, fiir die To N f(Tg) = 0 und Ty C f(int(Ty)) gilt.
Dabei bezeichnet int(I'y) das Innere von I'y. Desweiteren gelte z; € int(I'y)
fiir 0 < j <p-—1. Dann gilt D C int(Ty).

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall, da} z; rational indifferent ist.
Der Fall, dafl z; anziehend ist, kann dhnlich behandelt werden. Es sei L die
Vereinigung der Leaublétter der z;, die wir geméf} Hilfssatz 6 so wéhlen, dafl
f(L) € L und L C int(I'y) gilt. Wir nehmen an, daf8 D ¢ int(I'p) gilt, das
heifit, es gilt DN Ty # (. Dann existiert eine Kurve -, die in D enthalten ist
und eines der Leaubldtter mit Iy verbindet. Da v eine kompakte Teilmenge
von D ist, existiert ein j mit 0 < j < p — 1, so daBl lim,_,o fip(2) = 2;
gleichméBig fiir z € « gilt. (Wir identifizieren hier und auch im folgenden
desofteren die Spur einer Kurve mit der Kurve selbst.) Andererseits sieht
man leicht ein, dal zu jedem v > 1 ein z, € v mit f,(z,) € Ty existiert. Dies
ist ein Widerspruch und Hilfssatz 8 ist bewiesen.
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1.11 Beweis von Satz 2 und Folgerung 1

Beweis von Satz 2. Wir fiihren den Beweis indirekt und nehmen an, daf§ f
nur endlich viele abstoflende periodische Punkte der primitiven Periode n hat.
Zunichst definieren wir [ = max{p : p < n,p|n} und h = f;. Dariiberhinaus
setzen wir noch m = n — [ und g = f,,. Zunichst zeigen wir, dafl dann
die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt sind. Dazu sei 2’ ein abstoflender
Fixpunkt von h o g, das heifit, 2’ sei ein abstoflender periodischer Punkt von
f der Periode n. Aufgrund unserer Annahme existieren nur endlich viele
abstoflende periodische Punkte der primitiven Periode n. Daher hat 2’ eine
primitive Periode j mit j < n, falls |2/| gro§ genug ist. Offensichtlich gilt
1 <7 <1< m. Es folgt, da

19| = 1fm ()| = [fm—i (5 (Z)] = [fm—i ()] < M(|Z"], frns)-

AuBlerdem gilt

|7

E4RS M( 5 Ji);

wenn |2'| grof} genug ist. Die letzten belden Ungleichungen ergeben zusammen
mit Hilfssatz 4 nun

|7

l9(= )|<M( afm)_ M(=-,9),

SM(SL 1) feg) < M(E
falls j < m gilt und falls |2’| hinreichend grof} ist. Falls aber j = m gilt, dann
erhalten wir |g(2')| = |2/| < M (]Z|/2, g) fiir geniigend grofle |2’|. Insgesamt
sehen wir, daf8 die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt sind. Ahnlich kénnen
wir einsehen, dafl die Voraussetzungen von Satz 3 auch dann erfiillt sind,
wenn wir die Rollen von g und A vertauschen.

Es folgt nun aus Satz 3 (mit g und A vertauscht), dafi eine unbeschrinkte
Folge (t,) existiert, so daf

log|g(2)| ~ log M(t,, g) (1.13)

fiir |z| = t, gilt. Es sei nun § eine positive Konstante, die kleiner als 3
ist. Wir wihlen s,, so dal s, € F und (¢,)'"% < s, < (t,)'7? gilt, was
fiir geniigend grofle v moglich ist. Aus dem Hadamardschen Dreikreisesatz
konnen wir ableiten, dafl

log M(r", g) > (1 — o(1))nlog M(r, g) (1.14)

27



fiir jedes feste n > 1 gilt. Daraus erhalten wir

log M(s,,9) < (1+0(1))(1 — 6)log M(t,,g) < log|g(z)|

fiir |z| = t,, falls wieder v geniigend grof ist. Aus einem Ergebnis von Baker
[3, S. 129] (vgl. auch [4, S. 147]) folgt nun, daf eine einfach geschlossene Kurve
[ existiert, die im Kreisring s, < |z| < ¢, enthalten ist, die den Ursprung
einmal umliuft und auf der |g(z)| = M(s,,g) gilt. Da wir s, ¢ F gewéhlt
haben, folgt aus Satz 3, daB fiir z € '

log[fn(2)| = log|h(g(2))]
= (1+0(1))log M(M(s,,g),h) (1.15)
> (1+o0(1))log M(sy, fz)

gilt. Wir wihlen jetzt r,, so da r, € F und (s,)1"% < r, < (s,)} 7 gilt.
Dann gilt wegen (1.14) und (1.15) auch log |f,.(2)| > log M (r,, f,) fiir z € T,
wenn v grof genug ist. Das bereits oben benutzte Argument von Baker zeigt
nun, dafl eine einfach geschlossene Kurve I’y existiert, die in int(I"), dem
Innern von I'; enthalten ist, die den Ursprung einmal umlauft und auf der
|fn(2)| = M(ry, fn) gilt. Selbstverstandlich ist I'g im Kreisring r, < [2] < t,
enthalten. Auflerdem koénnen wir durch eine geeignete Wahl von § auch ¢, <
(r,)'T¢ erreichen, falls € eine gegebene positive Zahl ist. Desweiteren kénnen
wir durch eine geeignete Wahl von 7, erreichen, da8 fj(z) # 0 fiir z € Ty
und 1 < k£ < n gilt.

Wir definieren Gy = int(I'g), das heifit, 'y ist der Rand von Gy. Fiir
1 < k < n definieren wir Gy = fx(Goy) und bezeichnen den Rand von Gy
mit ['y. Offensichtlich ist dann I',, der Kreis um den Ursprung mit Radius
M(r,, f,). Weiter sieht man leicht ein, daf fir 1 < £ < n—1 und v geniigend
grof Ty C {z : M(r,, fx)/2 < |z| < M(t,, fx)} C Ggy1 gilt und daff Ty
eine einfach geschlossene Kurve ist, die den Ursprung einmal umléuft. Lauft
jedoch z(t) einmal durch Ty, so lduft f(z(¢)) mehrere Male durch 'y, etwa
Pr+1-mal. Aus dem Argumentprinzip folgt nun, daf§ die Gleichung f(z) =
fiir jedes a € Gy genau p, Losungen in G_; hat, gezihlt entsprechend der
Vielfachheit. Ist also a € Gg, so nimmt f;, den Wert a genau Pg-mal in
Gy an, wobei P, = pipy---pg ist. Aus dem Satz von Rouché folgt nun,
daBl fi genau P, Fixpunkte in GGy hat, gezihlt entsprechend der Vielfachheit
als Nullstellen von fy(z) — z. AuBerdem hat f’ genau pg,;—1 Nullstellen in
G}, wiederum entsprechend der Vielfachheit geziihlt. Die letztere Uberlegung
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folgt zum Beispiel aus der Riemann-Hurwitz-Formel (man vgl. etwa [55, §1.5]
fiir Anwendungen dieser Formel in der Iterationstheorie).

Die Funktion f, als Abbildung von Gy auf Gy, betrachtet, verhélt sich
in vielerlei Hinsicht wie ein Polynom vom Grad pg.;. In der Tat ist sie eine
polynoméhnliche Abbildung vom Grad px,; im Sinne von Douady und Hub-
bard [28]. Im folgenden werden wir die Resultate von Douady und Hubbard
iiber polynoméhnliche Abbildungen jedoch nicht benétigen, sondern die ein-
fachen Eignschaften, die wir oben notiert haben, reichen fiir unsere Zwecke
aus.

Wir bemerken noch, dafl p, und damit auch P, nicht nur von £, sondern
auch von v abhingen. Man sieht tatsédchlich leicht ein, dal py — oo fiir v —
oo gilt. Daraus folgt, dal P, die Anzahl der periodischen Punkte der Periode
n in Gy, viel grofler als Py ist, wenn k£ < n ist. Hieraus allein folgt jedoch
noch nicht, daf} periodische Punkte der primitiven Periode n existieren, da
wir auch die Vielfachheiten der periodischen Punkte beriicksichtigen miissen.

Mit P,, bezeichnen wir die Anzahl der periodischen Punkte der Periode
n in Gy, wobei die Vielfachheiten nicht gezihlt werden. Die P, und P,, ent-
sprechenden Anzahlen der periodischen Punkte der primitiven Periode n in
G bezeichnen wir mit N,, und N,,. Dann gilt

k<n,kln k<n,k|n

Damit erhalten wir

N,>P,— S P=P,—- Y P—(P.—-P,)
k<n,k|n

k<n,kln

Ist z, ein periodischer Punkt der Periode n, der zur Differenz P, — P,, bei-
triagt, so gilt f;(z) = 1. Hat 2z, die primitive Periode p und ist ¢ gemifl
Hilfssatz 6 gewihlt, so ist pt < n. Aus Hilfssatz 6 folgt nun, dal wenn z,
als Nullstelle von f,(2) — z die Vielfachheit m + 1 hat, dann enthalten die
mit zq assoziierten Leaugebiete mindestens 7 Singularititen von f_;. Wegen
(1.15) hat f keine asymptotischen Werte. Daher (vgl. [69, Anhang D]) sind
die einzigen Singularitéten von f_; die Werte f(c), fiir die f'(c) = 0 gilt.
Tatséchlich sind diese Werte f(c) sogar Singularititen der Umkehrfunktion
der Einschrinkung von f auf den entsprechenden Zykel von Leaugebieten,
welcher nach Hilfssatz 8 in G,_; enthalten ist. Daher enthélt dieser Zykel

von Leaugebieten eine Nullstelle von f’. Folglich existieren mindestens %
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Nullstellen von f’in G,_, die unter Iteration von f, gegen ein f;(z) mit
0 < j < p—1 konvergieren. Nun ist der Beitrag von {f;(z) : 0 < j <p—1}
zur Differenz P, — P, gleich pm. Da G,_; C G,_; und m > 2% gilt und weil
auflerdem f’ genau p,—1 Nullstellen in GG,,_; hat, erhalten wir insgesamt die
Abschétzung P, — P, < n(p, — 1). Dies liefert nun

N, > P, — Z Py, —n(p, — 1).

k<n,kln

Weil p, — oo fiir v — oo gilt, folgt hieraus, dal N,, — oo fiir v — oo gilt.
Damit ist zunéchst einmal die in §1.5 zitierte Vermutung von Baker bewiesen.
Um Satz 2 zu beweisen, zerlegen wir N,, in eine Summe N, = N, +
Niat + Nige + Nabs, wobei Nans, Niat, Nir und Ny die Anzahlen der an-
ziehenden, rational indifferenten, irrational indifferenten und abstoflenden
periodischen Punkte der primitiven Periode n in Gy bezeichnen.

Zunichst bemerken wir, daf§ nach den Hilfssdtzen 6 und 7 jeder an-
ziehende oder rational indifferente periodische Zykel eine Singularitéit von
f—1 anzieht, und damit auch eine Nullstelle von f’. Wie oben erhalten wir
Nanz + Nrat S n(pn - 1)

Wir wollen jetzt Nj., abschitzen. Dazu sei () ein Polynom, welches fiir
alle periodischen Punkte 2z, von f, die die Periode n haben und in G,_;
enthalten sind, den Bedingungen Q(zp) = 0 und Q’(z0) = f'(20) geniigt. (Die
Existenz eines solchen Polynoms ist klar.) Fiir 0 < £ < 1 definieren wir nun
F(z) = f(z) — £€Q(z). Offensichtlich ist jeder in G enthaltene periodische
Punkt von f der Periode n auch ein periodischer Punkt von F' der Periode
n. Auflerdem gilt F) (z) = (1 — &)™ f, (z) fiir jeden periodischen Punkt zj
von f, der die Periode n hat und der in Gy enthalten ist. Damit sind die
in Gy enthaltenen indifferenten periodischen Punkte von f der Periode n
anziehende periodische Punkte von F' der Periode n. Auflerdem sind die die
in Gy enthaltenen anziehenden periodischen Punkte von f der Periode n
auch fiir ' anziehende periodische Punkte der Periode n. Nach Hilfssatz 7
zieht jeder dieser anziehenden periodischen Punkte der Periode n von F' in
G eine Singularitdt von F_; an. Wie oben erhalten wir, dafl damit auch eine
Nullstelle von F" angezogen wird, die dariiberhinaus noch in G,,_; liegt, wenn
¢ klein genug ist. Nach dem Satz von Hurwitz haben F' and f’ die gleiche
Anzahl von Nullstellen in G,, 1, falls £ klein genug ist. Da f’ genau p, —1
Nullstellen in G,_; hat, hat F hochstens n(p, — 1) anziehende periodische
Punkte der Periode n in Gy. Damit erhalten wir schirfer als oben sogar
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Nanz + Niat + Nip < n(p,, — 1). Insgesamt gilt also
Nabs = Nn - Nanz _Nrat _Nirr > Pn - Z Plc - Qn(pn - 1)
k<n,k|n

Daher gilt N,ps — oo fiir v — oo, im Widerspruch zu unserer Annahme.
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Beweis von Folgerung 1. Bereits Baker [6, S. 284 hat darauf hingewiesen,
dal Folgerung 1 eine direkte Konsequenz von Satz 2 ist. Wir fiihren den
kurzen Beweis nur der Vollstéindigkeit wegen aus und folgen dem Argument
von Baker. Wir nehmen an, daf§ F'(z) = f,(2) fiir ein n mit n > 2 gilt. Nach
Satz 2 existiert ein periodischer Punkt z5 von f der primitiven Periode n.
Fir 1 < j < n —1 setzen wir nun z; = f;(20). Dann gilt z; # z;, aber
F'(zi) = fl(z:) = fi(z) = F'(%;) fiir 0 <4 < j < n— 1. Das widerspricht
unserer Voraussetzung und damit ist Folgerung 1 bewiesen.

1.12 Beweis von Satz 1

Es sei p also ein Polynom vom Grad d > 2 und es sei n > 2. Weiter sei
R > 0. Wir setzen I';, = {2z : |2| = R} und fiir 0 < j < n — 1 setzen wir
I'; ={%:|pn-j(2)| = R}. Ist R geniigend groB, so sind die I'; Jordankurven,
deren Inneres wir mit G; bezeichnen. Fiir geniigend grofie Rund 0 < j < n-—1
gilt dann I'; C G411 und p(G;) = Gj41.

Die Kurven I'; haben damit dieselben Eigenschaften wie gleichnamigen
Kurven im Beweis von Satz 2. (Dort war die Hauptschwierigkeit, die Existenz
dieser Kurven zu zeigen, wihrend dies hier fast trivial ist.) Wir kénnen nun
vollig analog zum zweiten Teil des Beweises von Satz 2 vorgehen, wenn wir
die dort auftretenden Werte p, durch d ersetzen. Fiir die Anzahl N der
abstoflenden periodischen Punkte der primitiven Periode n erhalten wir dann
die Abschétzung

N>d"— Y d"—2n(d-1).

k<n,kn
Fiir n = 2 ergibt sich N > d?> —d —4(d — 1) = (d — 1)(d — 4) und damit
N > 0 falls d > 4.
Fiir n = 3 erhalten wir N > d®* —d—6(d—1) = (d—1)(d —2)(d+ 3) und
es folgt N > 0 falls d > 2.
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Wir betrachten jetzt den Fall n > 4. Mit m bezeichnen wir die grofite
ganze Zahl, die nicht grofier als § ist. Wegen n > 4 gilt dann m < n — 2 und
wir erhalten

N > d"=> d"—2n(d-1)

k<m

m~+1
= d" - %—Qn(d—l)
> d"—d™ +d—2n(d—1)
> d"—d" ' +d—2n(d-1)
= (@' =2n)(d—-1)+d
> (2"t —2n)+d
> d.

Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

Bemerkung Bezeichnet M die Anzahl der nicht notwendigerweise absto-
enden periodischen Punkte der primitiven Periode n, so erhilt man analog
wie oben

M>d"— Y d"—n(d-1). (1.16)

k<n,k|n

Es folgt, dal M > 0 gilt, auler moglicherweise im Fall d = n = 2. Untersucht
man jetzt noch den Fall d = n = 2, so erhilt man Satz A. Der hier skizzierte
Beweis von Satz A, der darin besteht, aus Hilfssatz 6 die Ungleichung (1.16)
herzuleiten, ist im wesentlichen der Beweis, der auch von Baker [7] gegeben
wurde.

1.13 Bemerkungen und offene Fragen

Einige interessante Fragen betreffen die Anzahl der periodischen Punkte der
Periode n einer ganzen transzendenten Funktion f im Kreise |z| < 7,
die wir - wie in der Nevanlinnaschen Wertverteilungstheorie iiblich - mit
n(r,1/(fn(2) — 2)) bezeichnen. Diese Anzahl wurde von Baker [4] fiir Funk-
tionen, deren Ordnung kleiner als % ist, und in [18] fiir Funktionen, die end-
liche Ordnung und positive untere Ordnung haben, abgeschitzt. Im allge-
meinen Fall weil man jedoch sehr wenig iiber diese Anzahl, zumindest ist
mir keine untere Schranke fiir sie bekannt, die iiber das Rosenbloomsche
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Resultat lim, o n(r,1/(fn(2) — 2)) = oo hinausgeht. (Natiirlich wird eine
solche untere Schranke aufier von n auch von M(r, f) oder anderen Wachs-
tumsgrofien von f abhéingen.) Obwohl die Methoden dieser Arbeit benutzt
werden koénnen, um eine untere Schranke fiir n(r,1/(f.(z) — z)) zu finden,
scheinen sie mir nicht geeignet, gute Abschétzungen dafiir zu erzielen. Wir
weisen an dieser Stelle noch einmal auf die von Baker [6, S. 284] aufgewor-
fene Frage hin, ob N(r,1/(f.(z) — z)) und T'(r, f,) immer von der gleichen
GroBenordnung sind. (Dabei ist T'(r, f,,) die Nevanlinnasche Charakteristik
von f, und N(r,1/(fn.(2) — 2)) ist die Nevanlinnasche Anzahlfunktion, die
im Falle f,(0) # 0 bekanntlich durch
1

- n(t, 7]0”(2) — Z)dt
t

NG, m) -/

gegeben ist, man vgl. z. B. [46, 52] fiir eine Einfiihrung in die Nevanlinnasche
Theorie.)

Genauso kann man natiirlich nach der Anzahl der abstoflenden periodi-
schen Punkte der primitiven Periode n von f im Kreise |z| < r fragen. Unter
Benutzung der Resultate von Baker [4] kann man eine untere Schranke fiir
diese Anzahl gewinnen, wenn die Ordnung von f kleiner als % ist. Baker [4,
Lemma 1] zeigt, ohne weitere Annahmen iiber die periodischen Punkte von f,
daf eine dhnliche Gleichung wie (1.15) gilt, wenn die Ordnung von f kleiner
als I ist. Es gibt nur zwei Unterschiede zwischen seiner Gleichung und (1.15).
Zum einen erhilt er nicht (¢,)!7% < s, fiir jedes vorgegebene positive §, son-
dern nur (¢,)? < s, fiir ein positives o, das von n und der Ordnung von f
abhéngt. Zum andern gilt seine Gleichung fiir alle geniigend grofien s,, nicht
nur auf einer unbeschrinkten Folge von s,-Werten. Baker [4, Theorem 1] fol-
gert aus seiner Ungleichung, da8 N(r,1/(f.(2)—2)) > (1—0(1)) log M (77, f,)
gilt. Er weist darauf hin, daf§ hieraus folgt, dal N(r,1/(fn(z) —2)) fir n > p
viel grofler als N(r, /1(f,(2) — z)) ist, aber dafl dies seine in §1.5 zitierte
Vermutung nicht fiir Funktionen der Ordnung kleiner als % beweist, da die
N-Funktionen geméf der Vielfachheit zéhlen. Die Vielfachheiten und die An-
zahl der anziehenden und indifferenten periodischen Punkte kénnen jedoch
mit der im Beweis von Satz 2 verwendeten Methode abegeschéitzt werden.
Tut man dies, so erhélt man das folgende Ergebnis.

Es sei [ eine ganze transzendente Funktion, deren Ordnung kleiner als %
ist, und es sei n > 2. Mit n(r) sei die Anzahl der abstoflenden periodischen
Punkte der primitiven Perioden in 0 < |z| < r bezeichnet. Weiter sei N(r) =
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fo (n(t)/t)dt. Dann ezistiert eine positive Zahl o, die nur von n und der
Ordnung von f abhingt, so daf N(r) > logM(r°, f,) fir alle geniigend
grofien r gilt.

Es scheint mir nicht unwahrscheinlich, dafl die obige Abschétzung fiir alle
ganzen transzendenten Funktionen gilt, ohne zusitzliche Voraussetzungen
iiber die Ordnung. Moglicherweise gilt sie auch fiir jedes o mit o < 1.

Statt der Anzahl der abstoflenden periodischen Punkte kann man natiir-
lich auch die Anzahl der anziehenden und indifferenten periodischen Punkte
untersuchen. Es ist bekannt (vgl. [34, 64]), dal rationale Funktionen nur
endlich viele anziehende und indifferente periodische Punkte haben. Ganze
transzendente Funktionen konnen hingegen unendlich viele anziehende und
indifferente periodische Punkte haben, wie bereits in §1.3 durch ein Beispiel
belegt wurde. Man kann jedoch fragen, ob es eine obere Schranke fiir ihre
Anzahl im Kreise |z| < r gibt, die von T'(r, f) oder log M (r, f) abhéngt und
die iiber die triviale Abschidtzung N(r,1/(fn(2) — 2)) < T(r, fn) + O(logr)
hinausgeht.
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Kapitel 2

Zusammensetzung ganzer
Funktionen

2.1 Einfiihrung und Formulierung der Ergeb-
nisse

Im ersten Kapitel haben wir uns mit der Iteration ganzer Funktionen be-
schiftigt. Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dafl einige der Ergebnisse {iber
iterierte Funktionen allgemeiner auch fiir zusammengesetzte Funktionen gel-
ten.

Ein erstes Ergebnis in dieser Richtung wurde von Rosenbloom [62] im
Jahre 1952 erzielt. Er zeigte, daBl wenn A und g ganze transzendente Funk-
tionen sind, dann hat mindestens eine der beiden Funktionen A und ho g
unendlich viele Fixpunkte. Dies ist eine Verallgemeinerung seines Resultats
[61] von 1948, daf8 die n-te Iterierte h, fiir n > 2 unendlich viele Fixpunkte
besitzt. Dies sieht man unmittelbar ein, wenn man g = h,,_; setzt.

Gross (siehe [33, S. 542, Problem 32], [39, S. 247, Problem 5] und [40,
41, 75, 78]) hat im Jahre 1966 die Vermutung aufgestellt, dal h o g immer
unendlich viele Fixpunkte hat, wenn h und g ganze nichtlineare Funktionen
sind, von denen wenigstens eine transzendent ist. Dies war von Rosenbloom
bereits fiir den Fall bewiesen worden, daf8 & ein (nichtlineares) Polynom ist.
Gross selbst erzielte auch eine Reihe von Resultaten in diesem Zusammen-
hang. Wir erwihnen das Ergebnis von Gross und Yang [44] aus dem Jahre
1972, daf} h o g unendlich viele Fixpunkte hat, wenn h o g endliche Ordnung
hat oder wenn ¢ ein nichtlineares Polynom ist, und das Ergebnis von Gross
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und Osgood [42] aus dem Jahre 1983, daf§ hog unendlich viele Fixpunkte hat,
wenn eine der Funktionen A und ¢ endliche Ordnung hat und die andere end-
liche untere Ordnung hat. Weitere Teilergebnisse beziiglich der Gross’schen
Vermutung findet man etwa in [76, 77].

Kiirzlich wurde die Vermutung von Gross in [17] bewiesen. Wir formulie-
ren dieses Ergebnis noch einmal.

Satz 4 FEs seien h and g ganze transzendente Funktionen. Dann hat die
zusammengesetzte Funktion h o g unendlich viele Fixpunkte.

In diesem Kapitel soll ein neuer Beweis von Satz 4 gegeben werden. Obwohl
einige der zugrunde liegenden Ideen dhnlich sind, ist dieser Beweis in wesent-
lichen Punkten verschieden von dem in [17] gegebenen Beweis. Insgesamt
scheint mir der hier vorgestellte Beweis auch einfacher und kiirzer als der
Beweis in [17] zu sein. Auf der anderen Seite reicht die hier verwendete Me-
thode jedoch nicht aus, um das in [17] erzielte Resultat zu beweisen, daf die
Gleichung h(g(z)) = p(z) unendlich viele Losungen hat, falls A und g ganze
transzendente Funktionen sind und falls p ein nicht konstantes Polynom ist.

Dafiir kann mit den hier verwendeten Methoden Satz 4 jedoch in eine
andere Richtung verallgemeinert werden.

Satz 5 Es seien h and g ganze transzendente Funktionen. Dann hat die
zusammengesetzte Funktion h o g unendlich viele abstoflende Fizpunkte.

Wie bereits bemerkt, gilt die Aussage von Satz 4 auch dann, wenn nur eine
der beiden Funktionen A und g transzendent ist und wenn die andere ein
nichtlineares Polynom ist. Beispiele wie h(z) = y/zsiny/z und g(z) = 22
oder auch h(z) = 2% und g(z) = /2 sin/z zeigen, daf} dies fiir Satz 5 nicht
gilt. Wir haben jedoch folgendes Ergebnis.

Satz 6 FEs seien h and g ganze Funktionen. Eine der beiden Funktionen h
und g sei transzendent und die andere sei ein Polynom, dessen Grad grofier
als 2 ist. Dann hat die zusammengesetzte Funktion h o g unendlich viele
abstofiende Fizpunkte.

Wir bemerken noch, dafl Gross seine Vermutung auch als Faktorisierungspro-
blem formuliert hat. Mit Gross [39] nennen wir eine meromorphe Funktion
f prim, wenn in jeder Faktorisierung

f(z) = h(g(2)) (2.1)

mit meromorphen Funktionen 4 und g entweder h oder g eine (gebrochen)
lineare Transformation ist. Damit erhalten wir folgendes Ergebnis.
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Folgerung 3 Ist P ein Polynom und o eine nicht konstante ganze Funktion,
dann ist die durch

f(2) = P(2)e*®) + 2 (2.2)

definierte ganze Funktion f prim.

Tatséichlich folgt ja aus Satz 4 und den bereits zitierten Ergebnissen von
Rosenbloom sowie Gross und Yang, daf§ die durch (2.2) definierte Funktion
f keine Faktorisierung (2.1) mit nichtlinearen ganzen Faktoren h und g hat.
Man nehme nun an, dal f eine Faktorisierung mit meromorphen Faktoren
h und g habe, die nicht beide ganz sind. Da f ganz ist, mufl f nach einem
Ergebnis von Gross [38] dann periodisch sein. Es sei w die Periode von f.
Wegen (2.2) nimmt dann die Funktion f(z) — z die Werte 0 und w nur
endlich oft an. Dies ist ein Widerspruch zum Satz von Picard und damit ist
die durch (2.2) definierte Funktion f prim.

Faktorisierungen der durch (2.2) gegebenen Funktionen wurden von ver-
schiedenen Autoren untersucht (man vgl. [36, 37, 57, 68, 74]). Die Vermutung,
daf die durch (2.2) definierte Funktion f prim ist, wurde von Yang [74] auch
fiir den Spezialfall, daf§ P konstant und « periodisch ist, ausgesprochen.

2.2 Beweis von Satz 4

Wir benutzen den folgenden, auf Gross and Yang [44, S. 214, Beweis von
Theorem 2] zuriickgehenden Hilfssatz.

Hilfssatz 9 Es seien h and g ganze Funktionen. Dann hat ho g genau dann
unendlich viele Fixpunkte, wenn g o h unendlich viele Fixpunkte hat.

Wir wollen den Beweis hier nicht geben, verweisen jedoch auf den nichsten
Abschnitt, wo ein ganz dhnliches Resultat (Hilfssatz 10) bewiesen wird.

Beweis von Satz 4. Wir nehmen an, dal A o g nur endlich viele Fixpunk-
te hat. Wegen Hilfssatz 9 hat dann auch g o A nur endlich viele Fixpunkte.
Wie im Beweis von Satz 2 kénnen wir nun aus Satz 3 ableiten, daf} eine Jor-
dankurve I existiert, die den Nullpunkt in ihrem Innern hat, die im Kreisring
s, < |z| <t, liegt und auf der

log|h(g(2))| = (1 + o(1))log M(M (s, 9), h)
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gilt. Es folgt aus dem Satz von Rouché, dafl die Anzahl der Fixpunkte von
h o g im Innern von I' gleich der Anzahl der a-Stellen von h o g im Innern
von I ist, falls v grof genug ist. Hierbei ist a eine fest gewihlte, sonst aber
beliebige komplexe Zahl. Eine geeignete Wahl von a zeigt, daf§ hog unendlich
viele Fixpunkte hat, im Gegensatz zu unserer Annahme. Damit ist Satz 4
bewiesen.

Bemerkung Wenn wir Satz 3 nur als Zwischenschritt zum Beweis von Satz
4 ansehen, so konnen wir in Satz 3 auf das Wort “abstoflend” verzichten. Das
vereinfacht den Beweis. Anstelle von Hilfssatz 5 konnen wir nun eine Version
des Satzes von Landau [46, S. 169] verwenden:

Ist f(z) analytisch fir |z — zo| < R und nimmt f(z) dort die Werte 0 und
1 nicht an, so gilt | f'(z0)|R < 2|f(20)|(|log|f(20)|| + K) mit einer absoluten
Konstanten K.

Um die Version von Satz 3, in der das Wort “abstoflend” fehlt, zu bewei-
sen, gehen wir wie im Beweis von Satz 3 vor. Wir definieren wy und wug wie
dort, aber wir setzen

f(Z) — h,(g(Z)) — Z.
zem(?) — z

Wir finden dann wiederum, daf§ (1.8), (1.9) und (1.10) gelten. Daher gilt auch
(1.11), und wir folgern, da8 f einen der Werte 0 und 1 in der Kreisscheibe
D(z,Cr/v(r,g)) annimmt, wenn die Konstante C' geeignet gewihlt ist und
wenn r ¢ F' geniigend grofl ist. Aus Hilfssatz 3 konnen wir jetzt ableiten,
da8 ho g fiir C' > C + 27 einen Fixpunkt 2’ in D(zo, C'r/v(r, g)) hat, falls
wieder r ¢ F' grof} genug ist. Genau wie vorher sieht man ein, daf} 2’ der
Ungleichung (1.12) geniigt. Damit ist die abgeschwichte Version von Satz 3
bewiesen.

Wir bemerken noch, dafl diese schwichere Fassung von Satz 3 auch zum
Beweis der in §1.5 zitierten Vermutung von Baker ausreicht. Zum Beweis von
Satz 2 wie auch zum Beweis von Satz 5 wird Satz 3 jedoch in der in §1.9
formulierten Fassung bendtigt.

2.3 Beweis von Satz 5
Zunéchst bendtigen wir den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 10 Es seien h and g ganze Funktionen. Dann hat hog genau dann
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unendlich viele abstoflende Fizpunkte, wenn g o h unendlich viele abstofflende
Fizpunkte hat.

Hilfssatz 10 ist sehr dhnlich zu Hilfssatz 9, der - wie bereits im vorigen Ab-
schnitt bemerkt - auf Gross und Yang [44, S. 214, Beweis von Theorem 2]
zuriickgeht. Der Beweis von Hilfssatz 10 benutzt die auch von Gross und
Yang verwendete Idee.

Beweis von Hilfssatz 10. Man nehme an, dafl die Funktion A o ¢ unend-
lich Fixpunkte zp, 21, 2o, ... habe und definiere w, = g(z;) fiir alle k.
Dann gilt (g o h)(wg) = g(h(g(2x))) = g(zx) = wy fiir alle k. Dariiber-
hinaus gilt z; = h(g(z;)) = h(w;) = h(wi) = h(g(z)) = 2 falls w; = wy.
Es folgt, dal g o A unendlich viele Fixpunkte wg, wi, we, ... hat. Wegen
(goh)(wg) = ¢'(z)h (wg) = (hog)(z) und weil z; ein abstoflender Fix-
punkt von h o g ist, folgt, dal wy fiir alle £ ein abstoflender Fixpunkt von
g o h ist. Damit ist Hilfssatz 10 bewiesen.

Beweis von Satz 5. Man nehme an, dafl h o ¢ nur endlich viele abstoflen-
de Fixpunkte habe. Wegen Hilfssatz 10 hat dann auch g o A nur endlich viele
abstoende Fixpunkte. Wie im Beweis von Satz 2 kénnen wir jetzt aus Satz 3
folgern, daf3 eine Jordankurve [y existiert, die den Nullpunkt in ihrem Innern
hat, die im Kreisring r, < |z| < (r,)!*¢ liegt und auf der

h(9(2))| = M(ry; hog) (2.3)

gilt. Wir definieren Gy = int(I'y), G1 = g(Gy), I'1 = 0G; und Gy = h(G)).
Dann ist Gy die Kreisscheibe um den Nullpunkt vom Radius M(r,,h o g).
Wie im Beweis von Satz 2 finden wir, dafl positive, ganze, von v abhéngige
Zahlen p; und p, existieren, die die folgenden Eigenschaften haben:

(i) Fiir jedes a € G; hat die Gleichung ¢g(z) = @ genau p; Ldsungen in
Gy und ¢’ hat genau p; —1 Nullstellen in Gy, gezihlt entsprechend der
Vielfachheit.

(ii) Fiir jedes b € Gy hat die Gleichung h(z) = b genau py Losungen in
G und A’ hat genau p,—1 Nullstellen in G, gezéhlt entsprechend der
Vielfachheit.

(iii) h o g hat genau pip, Fixpunkte in Gy, gezihlt entsprechend der Viel-
fachheit als Nullstellen von h(g(z)) — 2.
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(iv) p1 = oo und py — oo fiir v — oc.

Wir definieren P = p;ps, das heifit, P ist die Anzahl der Fixpunkte von hog in
G, gezihlt entsprechend der Vielfachheit. Mit P bezeichnen wir die Anzahl
der verschiedenen Fixpunkte von h o g in Gy, das heifit, die Vielfachheiten
werden hier nicht mitgezéhlt.

Es sei zp ein Fixpunkt von h o g, der einen Beitrag zur Differenz P — P
liefert, das heiflt, wir nehmen an, dafl z; die Vielfachheit m + 1 mit einer
positiven ganzen Zahl m habe. Wie im Beweis von Satz 2 kdnnen wir aus
Hilfssatz 6 und (2.3) ableiten, dafl es mindestens m Nullstellen z1, 2o, ..., 2,
von (hog)"in Gy gibt, die unter Iteration von hog gegen 2, streben. Dariiber-
hinaus kénnen 21, 29, . .., 2y, so gewédhlt werden, dafl h(g(z;)) # h(g(z;)) fiir
i # j gilt. Letztere Behauptung folgt aus der Uberlegung, da wir annehmen
diirfen, daf} jedes der zu z, gehoérenden Leaugebiete genau ein z; enthélt.

Wir sagen, dafl zwei in Gy enthaltene Nullstellen 2z; und 29 von (h o g)'
dquivalent sind, wenn h(g(z1)) = h(g(z2)) gilt. Mit N bezeichnen wir die
Anzahl der Aquivalenzklassen. Die obige Uberlegung kann dann in der Form
P — P < N geschrieben werden.

Wir bezeichnen nun mit P,p,, Pras, Pire und P, die Anzahl der an-
ziehenden, rational indifferenten, irrational indifferenten bzw. abstoflenden
Fixpunkte von h o g in Gy. Wie im Beweis von Satz 2 konnen wir jetzt zei-
gen, da8 P,,, + Py < N gilt. Indem wir h o g etwas storen, konnen wir
wieder zeigen, daf sogar P,,, + Prat + Pir < N gilt. Insgesamt finden wir
dann

?abs =P - (ﬁanz +?rat +?irr) - (P - F) 2 P —2N.
Andererseits gilt N < (py — 1) + (po — 1) = p1 + p2 — 2, da ¢’ genau p;—1
Nullstellen in Cj) hat und da A’ genau py—1 Nullste&en in G; hat. Wegen
P = ppy folgt Paps > p1pe — 2p1 — 2py + 4. Daher gilt P, — oo fiir v — o0.

Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, dafl h o ¢ nur endlich viele
abstoflende Fixpunkte hat. Damit ist Satz 5 bewiesen.

2.4 Beweis von Satz 6
Wir benétigen das folgende Resultat von Pommerenke [60, Theorem 4].
Hilfssatz 11 Es sei h ganz transzendent und E = {z : |h(z)| < 1}. Dann
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qilt
- |2l (2)]
| — > K
P log M(|z|,h) —

| 2| =00

mit einer positiven, absoluten Konstanten K.

Beweis von Satz 6. Wegen Hilfssatz 10 diirfen wir ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dafl A ganz transzendent und dafl g ein Polynom
ist. Wir bezeichen den Grad von g mit d. Dann gilt nach Voraussetzung
d> 3.

Nach Hilfssatz 11 existieren beliebig grofle Werte wy, fiir die |h(wp)| < 1
und
K log M (|wy|, h)

2|w0|

[ (wo)| >

gilt. Man wéhle nun zg, so dal g(zy) = wy gilt, und definiere

Weiter setze man p = max{1l,|f(z|}. Fiir ein gegebenes, positives A gilt
dann

ullogut 4) 24
F/(z0) (7 (wo)g'(20)|
B 2A‘Zo|
_ (1+o(1))m
44|z
s (o) e M (fwol, 1)
¢ lal
>~ 4 ’

falls |zg| geniigend grof ist. Nach Hilfssatz 5 existiert dann fiir hinreichend
grofles |z| ein Gebiet H, welches in D(zg, |20|/4) enthalten ist, und ein j €
{0,1,2}, so daB8 H durch f konform auf D(exp(27ij/d),1/2) abgebildet wird.
Die Funktion h o g bildet dann das Gebiet H konform auf die Kreisscheibe
D(zgexp(2mij/d), |z0|/2) ab.

Nun existiert eine komplexe Zahl z;, welche den Bedingungen g(z;) =
g(z0) und 21 ~ zyexp(2mij/d) fiir |29| — oo geniigt. Es sei o(z) der Zweig
von g_1(g(2)), fiir den o(21) = 2 gilt. (Dabei bezeichnet g_; die Umkehrfunk-
tion von g.) Fiir geniigend grofes |zo| kann o(z) in D(z1, |21]/2) als eindeutige
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analytische Funktion definiert werden und es gilt o(z) ~ zexp(27ij/d) und
g(o(2)) = g(z). Weiter existiert ein Gebiet G, welches in D(z1, |21]/3) ent-
halten ist und durch o konform auf H abgebildet wird. Wegen h(g(o(z))) =
h(g(z)) wird G durch hog dann auf D(zg exp(27ij/d), |z0|/2) abgebildet. Au-
Berdem ist der Abschlu8 von G in D(zgexp(27mij/d), |20|/2) enthalten. Mit
dem bereits im Beweis von Satz 2 benutzten Argument von Baker folgt nun
aus dem Satz von Rouché und dem Schwarzschen Lemma, dafl h o g einen
abstoflenden Fixpunkt in G hat. Damit ist Satz 6 bewiesen.

2.5 Bemerkungen und offene Fragen

Einige der Fragen iiber Fixpunkte iterierter Funktionen, die in §1.13 an-
gesprochen wurden, konnen analog auch fiir zusammengesetzte Funktionen
gestellt werden. So kann man etwa nach unteren Schranken fiir die Anzahl der
Fixpunkte von hog im Kreise |z| < r fragen, falls h und g ganze transzenden-
te Funktionen sind. Eine solche untere Schranke wird natiirlich von A und ¢
abhiingen. Es scheint mir so zu sein, da§ N(r,1/(h(g(z)) —2)) und T'(r, hog)
in einem gewissen Sinne immer von der gleichen Gréflenordnung sind. In der
Tat kenne ich kein Beispiel, fiir das der Nevanlinnadefekt 6(0,h(g(z)) — 2)
positiv ist. Genauso kann man natiirlich auch nach unteren Schranken fiir
die Anzahl der abstoflenden Fixpunkte beziehungsweise oberen Schranken
fiir die Anzahl der anziehenden Fixpunkte von hog im Kreise |z| < r fragen.
Desweiteren kann man auch Fixpunkte zusammengesetzter meromorpher
Funktionen untersuchen. In [19] wurde gezeigt, dafl h o g unendlich viele
Fixpunkte besitzt, falls A eine meromorphe Funktion mit mindestens zwei
Polen ist und falls g ganz transzendent ist. Es scheint mir bemerkenswert,
dal der Beweis dieses Resultats wesentlich einfacher und kiirzer ist als die
Beweise des entsprechenden Ergebnisses fiir ganz transzendentes h (vgl. [17]
und Satz 4 dieser Arbeit). Entscheidendes Hilfsmittel ist der Satz von Picard,
ansonsten ist die Beweismethode in [19] aber véllig elementar. Auflerdem
wurde in [19] gezeigt, dal h o g unendlich viele Fixpunkte hat, wenn A und
g meromorphe transzendente Funktionen sind, von denen mindestens eine
mehr als zwei Pole hat. Hat die Funktion g Pole, so ist natiirlich h o g nicht
mehr meromorph in C, sondern besitzt dort wesentliche Singularitéiten.
Ebenso hat auch die Iterierte einer transzendenten meromorphen Funk-
tion im allgemeinen unendlich viele wesentliche Singularitdten. Dies diirfte
auch einer der Griinde dafiir sein, daf§ die Iteration meromorpher Funktionen
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bisher recht wenig behandelt und erst in jiingster Zeit untersucht wurde (man
vgl. z. B. [13, 14, 27]). Uberraschenderweise stellt sich jedoch heraus, daf die
in dieser Arbeit untersuchten Fragestellungen fiir Funktionen mit mehreren
Polen einfacher sind als fiir ganze Funktionen. Tatséchlich 148t sich mit den
in [19] verwandten Methoden leicht zeigen, daf} eine transzendente meromor-
phe Funktion f unendlich viele periodische Punkte der primitiven Periode
n hat, falls n > 2 gilt und falls f,,_; mehr als zwei Pole hat. Dies gilt im
iibrigen auch dann, wenn f, ; nur einen oder zwei Pole hat, wie sich mit
einer Modifikation der in dieser Arbeit verwandten Methode zeigen l48t.

Anstelle der Fixpunkte von h o g, also der Losungen von h(g(z)) = z,
kann man allgemeiner auch die Lésungen von

h(g(2)) = p(2) (2.4)

untersuchen. Wie bereits in §2.1 bemerkt, wurde in [17] gezeigt, daf die Glei-
chung (2.4) unendlich viele Lésungen hat, wenn A und g ganz transzendent
sind und wenn p ein nicht konstantes Polynom ist. Es ist nicht bekannt, ob
dies auch fiir meromorphes A richtig bleibt. (Fiir lineare Polynome p folgt dies
natiirlich aus den bereits zitierten Ergebnissen in [19]). AuBerdem stellt sich
wiederum die Frage, was man iiber die Anzahlfunktion der Losungen von
(2.4) sagen kann. Schliefllich kann man fragen, fiir welche transzendenten
Funktionen p die Gleichung (2.4) unendlich viele Losungen hat. Ich vermute,
daf8 das der Fall ist, wenn die Funktion p (in einem geeigneten Sinne) lang-
samer wichst als g. Eine Voraussetzung, die man hier stellen kdnnte, wére
etwa T'(r,p) = o(T(r, g)).

Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden scheinen mir jedoch zur Be-
handlung dieser Probleme nicht geeignet, auch wenn sich beispielsweise fiir
Funktionen kleiner Ordnung sicherlich einige Teilergebnisse gewinnen lassen
(man vgl. §1.13). Fiir eine umfassendere Untersuchung dieser Fragen sind
aber wohl neue Ideen und Methoden erforderlich.
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